Guiao para aula laboratorial de Verificagao Formal (2020/2021)

SAT solving

Comece por instalar um SAT solver. Recomendamos que instale o MiniSat.

1 Exemplos (DIMACS CNF format)

A férmula proposicional A A (A1 V P)A (mA1 VPV Ag) A (A1 V —Ag)
encontra-se ja em CNF e pode ser escrita no formato DIMACS como se segue (example.cnf):

p cnf 3 4
10
130
-1-320
1-20

Exemplifica-se a invocagdao de um solver com o MiniSat:
$ minisat example.cnf OUT

A solucao calculada é:

SAT
1-2-30

ouseja, A1 =1, A2 =0e P=0.

Experimente agora invocar o SAT solver com os ficheiros sat-100v429c. cnf e unsat-175v753c. cnf
e analise a resposta do solver.

2 Modelagao com légica proposicional

Tendo em conta as restrigoes seguintes, em que dia podera ter lugar uma reuniao envolvendo
todas as pessoas referidas?

- Maria cannot meet on Wednesday.

- Peter can only meet either on Monday, Wednesday or Thursday.
- Anne cannot meet on Friday.

- Mike cannot meet neither on Tuesday nor on Thursday.

Considere variaveis proposicionais Mon, Tue, Wed, Thu, Fri, e escreva uma féormula em
CNF que exprima as restricoes acima. Note que nao é relevante referir as diferentes pessoas!

Um modelo para essa férmula corresponderd a uma solugao para o problema. Encontre-a
codificando a férmula em DIMACS e invocando o SAT solver.



3 Conversao para CNF e classificagao de féormulas

Converta cada uma das férmulas seguintes para CNF e determine, com a ajuda de um SAT
solver, se ela é satisfazivel, valida, refutavel, ou uma contradicao.

1. AV(A—B)— AV -B
2. (A-BVC)A=(AN-B—=C)
3. ("A—--B)—»("A—-B)— A

Uma alternativa é utilizar a transformacao de Tseitin para obter uma férmula equisatis-
fazivel a original introduzindo novas variaveis proposicionais. Determine a satisfazibilidade
da férmula P A Q V (R A P), comecando por lhe aplicar esta transformagao.

4 Puzzle do Unicoérnio
Considere o seguinte enigma:

- If the unicorn is mythical, then it is immortal.

- If the unicorn is not mythical, then it is a mortal mammal.

- If the unicorn is either immortal or a mammal, then it is horned.
- The unicorn is magical if it is horned.

- Is the unicorn mythical? Is it magical? Is it horned?

Para o resolver considere 5 variaveis proposicionais, correspondentes a 5 propriedades dos
unicérnios, e comege por completar o seguinte ficheiro no formato DIMACS, unicornpuzzle.cnf,
com a descrigao das restricoes acima:

The Unicorn puzzle

mythical?
immortal?
mammal?
horned?
magical?
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c
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p cnf 5 777
...

Invoque depois o seu SAT solver preferido, por exemplo:
$ minisat unicornpuzzle.cnf OUT

Caso o problema seja satisfazivel, a solugao pode ser lida no ficheiro OUT.

Note que é possivel obter solucoes alternativas para o problema, incluindo solugoes ja

conhecidas nas restricoes. Suponha por exemplo que na invocagao acima o solver encontrou
a solucao seguinte:



$ more OUT
SAT
-1-23450

Considerada como solugao (modelo), o significado da tltima linha é:
(—=mythical) A (mimmortal) A mammal A horned N\ magical

Para obtermos uma nova solucao basta incluir no ficheiro unicornpuzzle.cnf a negacao desta
férmula como restricao:

12-3-4-50

Interpretada como restri¢do, o seu significado é o seguinte, exprimindo que pelo menos um
dos valores l6gicos atribuidos pelo modelo anterior terd agora de ser diferente.

mythical V immortal V (—mammal) V (—horned) V (—magical)

1. Tendo em conta isto, quantos modelos existem para este problema?

2. Comente as restrigoes que acrescentou e use agora o SAT solver para responder as
perguntas do enigma:

- Is the unicorn mythical? Is it magical? Is it horned?

5 Placement of Guests

Temos 3 cadeiras numa fila (left, middle, right), e precisamos de distribuir por elas 3 pessoas
(Anne, Susan e Peter), com as seguintes restrigoes:

- Anne does not want to sit near Peter.
- Anne does not want to sit in the left chair.
- Susan does not want to sit to the right of Peter.

Para formular o problema em légica proposicional, consideramos a seguinte indexacao de
pessoas e posigoes:

Anne = 1, Susan = 2, Peter = 3
left chair = 1, middle chair = 2, right chair = 3

Introduzimos depois varidveis proposicionais z;; para i € {1,2,3} e j € {1, 2,3}, sendo que
z;j =1 sse a pessoa i se senta na cadeira j
As restricoes a escrever pertencem a varias categorias:

1. Todas as pessoas devem estar sentadas numa cadeira

(x11 V12 V 213) A (21 V 22 V w23) A (231 V 232 V X33)



2. Nao se podera sentar mais do que uma pessoa em cada cadeira, o que corre-
sponde a um conjunto de restricoes de incompatibilidade entre as varidveis relativas a
mesma cadeira.

A férmula —x;. V —zj. exprime que as pessoas ¢ e j nao podem estar ambas sentadas na
cadeira ¢ (note que pode ser escrita como zj. — “Zj. OU COMO Tje — Tjc).

Escreva todas as restrigoes de incompatibilidade necessarias.

3. Restricoes correspondentes as preferéncias das 3 pessoas.

Escreva todas as restri¢coes necessarias e resolva o problema invocando o SAT solver.

6 N-rainhas

Considere, no contexto do jogo de xadrez (tabuleiro de 8 x 8) o problema de dispor 8 rainhas
por forma a que nenhuma delas seja alvo de qualquer outra.

Tendo em conta que a rainha tem 4 direcgoes de movimento (horizontal, vertical e duas
diagonais), isto significa na prética que:

e haverd no maximo uma rainha em cada linha, coluna, ou linha diagonal do tabuleiro

Além disso, uma vez que se pretende colocar 8 rainhas, terd necessariamente de ser verdade
o seguinte:

e haverd pelo menos uma rainha em cada linha e em cada coluna do tabuleiro

O problema pode ser generalizado para tabuleiros de qualquer dimensao N x IV, pretendendo-
se nesse caso nele dispor N rainhas. Neste exercicio pretende-se resolver o problema para
N =4, com a ajuda de um SAT solver.

Restrigoes do tipo “no maximo uma...”

Imaginemos que as varidveis g1 a qi4 denotam a presenca de uma rainha nas 4 posicoes da
linha 1 do tabuleiro. Uma forma de exprimir a restricao de que nao poderd haver mais do
que uma rainha nesta linha sera:

(g1 = (12 V 13 V q1a)) A
(q12 = (11 V@13 V qua)) A
(q13 = ~(q11 V12 V qua)) A
(qa = ~(q11 V@12 V 13))
A implicacao da primeira linha poderd ser escrita como

(g1 = ~q12) A (g1 = ~q13) A (g1 = —q14)

ou
(mq11 V ~qi2) A (—q11 V ~q13) A (mqi1 V —qia)

E facil ver que ao aplicar esta transformacao a todas as cldusulas da férmula inicial surgird

redundancia, que depois de eliminada resultard na seguinte férmula (CNF):

(mq11 V 2q12) A (2qu1 V —qi3) A (5gin V 2qia) A
(mqi2 V 7q13) A (mq12 V —qia) A
(mq13 V —q14)



Esquecamos o primeiro indice das varidveis, que nao desempenha aqui qualquer papel. A
incompatibilidade par-a-par de 4 varidveis proposicionais q; a g4 poderd ser escrita em geral
como:

(mq1 V =g2) A (=q1 V =g3) A (=q1 V =qa) A (=2 V =g3) A (g2 V =qa) A (—gs V —qa)
Ou generalizando para N variaveis:

1

N— N
A N Cavog)

1 j=i+1
Tendo em conta o exposto:

1. Modele o problema das 4 rainhas como problema SAT, e codifique-o no formato DI-
MACS (o template em baixo contém indicagado do nimero de clausulas necessarias para
codificar cada conjunto de restrigoes).

2. Resolva-o com um SAT solver.

3. Verifique manualmente que de facto a solucao encontrada pelo solver satisfaz as re-
strigoes do problema enunciadas acima.

The 4-Queens Problem

Board represented by 16 prop vars:
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16
Each prop var denotes the presence of a queen in the corresponding board position

Constraints:

* at least one queen per row (4)

* at least one queen per column (4)

at most one queen per row (24)

at most one queen per column (24)

at most one queen per diagonal (14 + 14)

* X ¥

cnf 16 777

)

~T OO0 0 0000000000000

7 Equivaléncia de branching programs

Considere os programas

(1) if (la && 'b) hO;
else if (la) gQO;
else £(O);



(2) if (a) £0);
else if (b) gQ;
else h();

E possivel determinar se eles sdo equivalentes com a ajuda de um SAT solver. Para isso
codificamos logicamente cada um deles, usando a seguinte regra de compilagao:

compile(if x then y else z) = (zAy)V (-xz A=z)

Basta depois decidir se as férmulas compile(1) e compile(2) sao equivalentes. Para isso
teremos que resolver um problema de validade da férmula

compile(1) <> compile(2)

Para resolver um problema de validade com um solver de satisfazibilidade, hd que negar
a férmula:
—(compile(1) <+ compile(2))

—((compile(1) A compile(2)) V (—compile(1) A =compile(2)))

(—compile(1) V —compile(2)) A (compile(1) V compile(2))

Se esta féormula negada for UNSAT, entdo os programas serao equivalentes.

Considerando varidveis a, b, f, g, h, codifique os programas (1) e (2) acima e determine,
convertendo a férmula para CNF e usando o SAT solver, se eles s@o ou néo equivalentes.



