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Esta prova consta de 8 questdes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

Recomenda-se que os alunos leiam a prova antes de decidirem por que ordem querem responder as
questoes que sdo colocadas.

PROVA cOM CONSULTA (2 horas)

Questao 1 Demonstre a seguinte propriedade da unido de duas relagdes:

M U N éinjectiva = M, N sdoinjectivase M°- N C d (F1)

RESOLUCAO: Vamos tomar por base a regra da simplicidade da reunido:
M UN issimple = M, N aresimple and M - N° C id (F2)
Assim:

M U N injectiva

= S }
(M U N)° simples

= T }
M?° U N° simples

= { ®2) }
M°, N° simplese M° - N Cid

= L }

M, N injectivase M° - N Cid

Questao 2 Em MFES foi abordado, em Z3, o conhecido graph colouring problem. Em particular, para o grafo

(F3)



questionou-se se ele poderia ser colorido com trés cores, estando o problema sujeito aos requisitos seguintes:

# At least one colour per vertex (F4)
# At most one colour per vertex (F5)
# Adjacent vertices have different colours (F6)

Sendo o mesmo problema abordado nesta UC, alguém definiu as relacdes

Vertex Ad) Verter <2 Color F7)
a que apenas acrescentou o tipo relacional
color : Adj — (#) (F8)
onde (#) =id = L,istoé,y #z < - (y =1).

Serdo (F7,F8) suficientes para definir formalmente o problema? Justifique a sua resposta.

RESOLUCAO: Os requisitos (F4) + (F5) correspondem a dizer que color é uma fun¢ao em (F7). Expansio de (F8):

color : Adj — (#)

Il
—~

Ml
—_~

v Adj v = color v' # color v

como se exige em (F6): Adjacent vertices have different colours.
O

- . ~ Adyj e . . <
Questao 3 O grafo (F3) acima representa uma relagdo Verter <—— Vertex que é simétrica, isto €, em que cada

arco ndo orientado 0 o significa b Adj a A a Adj b. Considerando Vertexr = Ny, inspecione (F3)

por forma a poder responder afirmativa ou negativamente as conjecturas seguintes: a relacdo Adj representada por
(F3)¢

1. simples
2. sobrejectiva
3. irreflexiva

4. difuncional

RESOLUCAO: Representacdo matricial:

1 2 3 4
I 1

AW N =




Entao:
1. simples — Nao (porqué?)
2. sobrejectiva — Nao (pois Vertex = Ny)
3. irreflexiva — Sim (porqué?)

4. difuncional — Nao (hd colunas ndo disjuntas que ndo sdo iguais.)

Questao 4 Uma relagdo diz-se circular quando R- R C R C R°. Serd uma tal relacdo R uma relacdo difuncional?
Justifique formlmente a sua resposta.

RESOLUCAO: Tem-se:

R-R°-R C R

= { simetria R° = R }
R-R-R C R

= { transitividade R- R C R}
R-RCR

{ transitividade R- R C R}

TRUE

Questao 5 Recorde o problema 'Library Loan’ estudado nas aulas,

ISBN Name

isbn Tname
title

Title Book — 2~ User e Address

addr
Authl \L card

Author Id
em que v R b significa
“o utilizador » tem de momento o livro b requisitado”
e R estd por isso sujeita ao invariante:
inv R=img R C id (F9)
Considere a operacio

quit u R = P2y - R



pela qual um utilizador u devolve todos os livros que tinha requisitado. Calcule a pré-condi¢cdo mais fraca que dé a
garantia de que a operagdo quit u preserva o invariante (F9).

RESOLUCAO: Tem-se:

inv (quit u R)

I
—

Il
—~
—

Dpyy-R-R°-®(py C id

= { ® .,y C id permite subir o lado inferior (2x) }
R-R° C id

= }
inv R

Tendo-se inv R = inv (quit v R), o invariante é preservado sem necessidade de qualquer pré-condigdo.

Isso era facil de antecipar: em img R C 4d, R estd no lado inferior; logo, por monotonia, diminuir R s6 reforga a
condicdo. O

Questao 6 A chamada diagonal R, de uma relagdo R é um relacdo com o mesmo tipo que satisfaz a seguinte pro-
priedade universal:

X CR

R-X°-RCR (F10)

XngE{

Mostre, recorrendo a igualdade indirecta e propriedades das divisdes relacionais que conhece, que R4 € a relacdo:

Ry = RN(R\R/R) (F11)

RESOLUCAO: Tem-se (completar as justificagoes):

Rqi=RN(R\R/R)

{ igualdade indirecta }
X C Ry X C RN(R\R/R)°

= L }
X C R
X C R {XO C (R\R/R)
= S }

Il
—_~



Questao 7 Assumindo definida a ordem parcial x T y, designando que a lista = é prefixo da lista y, recorde a
especificacdo formal da fungado take (Haskell) que foi abordada nas aulas,

length ys <n A ysCas < ysLC take n xs (F12)
e ainda a da fung@o m M n (minimo de dois naturais m e n):
a<mAas<n < as<mln (F13)
Pretende-se mostrar, mesmo sem sabermos a defingdo de take, que a seguinte propriedade é valida:
(take m) - (take n) = take (m M n)
Complete a seguinte prova desse facto com justificagcdes e/ou os passos omitidos:

ys C take m (take n zs)

= L }
length ys < m A ys C take n zs
= L }

Il
-~

Il
—_~

take m (take n zs)) = take (m M n) xs

RESOLUCAO: Tem-se:
ys C take m (take n zs)
{CG (F12) }

length ys < m A ys C take n xs

{ CG (F12) de novo }

length ys < m A length ys < n A ys C xs
<

{CGF13):a<zha<ly & a<zNy}

length ys < (mMn) A ys C s

{ CG (F12) de novo }
ys C take (mMn) xs
{ igualdade indirecta }
take m (take n zs)) = take (m Mn) xs

{ passagem para pointfree }

(take m) - (take n) = take (m M n)



Questao 8 Derive o teorema gratis da fun¢do polimoérfica que a seguir se define em Haskell,

concatMap :: (a — [b]) — [a] — [b]
concatMap f x = concat [f a | a + z]

e instancie-o para o caso em que todas as relagdes em jogo s@o func¢des. Documente a sua resolucao com os quadrados
“maéagicos” nela envolvidos.

RESOLUGAO: O teorema gratis corresponde ao tipo relacional concatMap : (A — B*) — (A* — B*) que é
equivalente a seguinte implicacdo de quadrados mdgicos:

A< o A < B o
f - g = concatMap f (- concatMap g
B* D* B* <—— D~

Isto é:
f-R C S"-g = concatMap - R* C S*- concatMap g

Para fungoes (R := r,S := s) estes reduzem-se a:

map

A<—"—0C A* c*
fl = ‘/g = concatMap fl = l/concatM@p g
B*WD* B*WD*
isto €é:
f-r=maps-g= concatMap f - map r = map s - concatMap g
O




