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Calculo de Programas (2021/22)

(Turnos TP2/TP5)
Fichas de apoio as aulas TP

(Aulas mais recentes primeiro)

Aula T [duvidas] (13-Jan)
F11-Q5

5. Suponha um tipo indutivo T X cuja base € o bifunctor

B(X,Y)=X+FY
B(f,g)=f+Fg

onde F € um outro qualquer functor.

e Mostre que T X € um ménade em que

p=([id,in-is])

U =1in-14;
ondein:B (X, TX)—>TX.
e Alguns monades conhecidos, por exemplo LTree, resultam desta lei geral. Identifique F em
cada caso.

e ParaF Y =1 (e F f = id) qual é o ménade que se obtém por esta regra? E no caso em que
F Y =0 x Y* onde o tipo O se considera fixo a partida?

Para evitar confusdes com o functor I que descreve o padrao de recursividade dos
catamorfismos etc, vamos renomear Facima para G, isto é

B(X,Y) = X + GY

Para mostrar que T é monad, ha que provar (61,62). Comecemos por (62):



e u-Tu = id

(62a) —

w-u = id
={ péumcata}

( [id, in - i2]) - in-i = id

= { cancelamento-cata }

[id, in - i2] - (id + G L= id
={ absorcao + }

[id, in-i2 - Gu] L= id

= { cancelamento-cata}

id = id

(62b) —

u-Tu = id
={ péumcata}
([id, in-i2]D) -Tu = id
= { absor¢do-cataparaB(f,g) = f + Gg}
([id, in-i2] - (u+ Gid)Dd = id
={ absorcdo +; Gid = id }
( [u in-i2]) = id
= { definicdao de u}

([in-i,in-i2]) = id



={ fusdao+}

(¢ in - [i1’ iz]D = id
= { reflexdo +}

(ind = id
= { reflexdo - cata }

true

= { preencher}

p-@[id, in-i2]D) = ([id, in - i2]) - Tp
= { preencher}

p-@[id, in-i2]D) = ([id, in - i2] - B(w, id) D
& { preencher}

w - [id, in-i2] = [id, in - i2] - B(w,id) - B(id, p)
={ preencher}

po-[id, in-i2] = [id, in-i2]-(un + G
={ preencher}

UW-in-i2 = in-i2-Gu
= { preencher}

[id, in - i2] - (id + Gp) -i2 = in-i2-Gp
= { preencher}

true



F01-Q7
5. Considere o circuito booleano

a’i
D

Z
¢ y)/

que calcula a fungdo f ((a,b), ¢) = (a A b) @ ¢, onde @ é a operagdo “exclusive-or”.

. . ~ f ~ N o
e Escreva uma defini¢do dessa funcéio (B x B) x B——= B que ndo recorra as varidveis a, b
ou ¢! e desenhe o respectivo diagrama.

e Qual é o tipo da fungdo g = (my, f)?

Funcdo dada: f ((a,b),c) = (aANDb) D ¢
Estratégia: arranjar forma de ambos os membros ficarem da forma f ((a, b), c), por exemplo
f((a,b),c) = ..a.. ((a, b))

a A b= (uncurry (A)) (a, b)
a @ b=(uncurry (@)) (a, b)

Entdo:

f{ab)c) = (anb) Dc
o {a A b= (uncurry (A) (a, b))

f ((a,b),¢) = (uncurry (A)) (a,b) ® c
={d & c= (uncurry (®)) (d, c) }

f ((a, b),c)

uncurry (@) (uncurry (A) (a, b), id c)

<{(f xg)(xy) = (fx, gy),lei(77) do formulario }



f ((a,b),c) = uncurry (@) ((uncurry (A) X id) ((a, b), c))
& {Lei (72) }
E
A
@

T TT
D€«<—L—DxC—2—3»C

A
A xid y
/\'711 Id'7T2

(AxB)xC

f ((a,b),c) = (uncurry (@) - (uncurry (A) X id)) ((a, b), c)

& {Lei (71) }

f = uncurry (@) - (uncurry (A) X id)

[12] (ultima) Aula CP/TP5 (11-Jan)
F12-Q1
1. Recorde que o tipo Maybe a = Just a | Nothing forma um ménade cuja operagio de multiplicagdo

pode ser captada pelo diagrama seguinte:

Maybe (Maybe a) DAL (Maybe a) + 1 p-in = [id,in - ig] - (id + )

ul lid—i—!
[id, in-’ig]

Maybe a <——— (Maybe a) + 1

onde in = [Just, Nothing]. Derive deste diagrama a defini¢do pointwise dessa fungio:

w (Just a) = a
1 Nothing = Nothing

Resolucdo:



L -in =

[id, in -i,] - (id + 1)

={ definiciode in}

uw - [Just, Nothing]| =

[id, Nothing] - (id + )

={ fusdo + aesquerda; absor¢do + adireita; natural — id}

[w - Just, p - Nothing] = [id, Nothing]

={ Eq +}

W - Just = id

u - Nothing = Nothing
={ (71,72)}

u(Jjusta) = a

u Nothing = Nothing

F12-Q2



2. Repare que as projec¢des A <~ Ax BB sio funcGes bindrias e como tal podem ser
“curried”, AB <"— A —"2> BB Verifica-se que:

71 = const (F1)
Ty = id (F2)

onde const a = g, a fun¢io constante que dd a como resultado. Apresente justificacdes para os
passos das provas respectivas que se seguem:

71 = const g =1d

= { } = { . }
ap - (const x id) = m; ap - (id x id) = my

= { } = { }
ap - (const x id) (a,b) =m; (a,b) ap ((id x id) (a, b)) = b

= { } = { }
ap (const a, b) = a ap (id, b) =

= { } = { }
constab=a b=2>

= { } O
ab=a

Resolugao:

(a) T[_l = const

(W { (35)}
@{ 7D}
3 { (77,79,1) }
®{ (82)}
(5

) { anotacao const a é uma alternativa a a }

(b) 7, = id

MW { (B5)}
2){ (72,79) }
3 { (77,1,3)}
=®{ B2}



F12-Q3

3. Em Haskell, um ménade declara-se instanciando a classe Monad, onde se define a unidade u (que ai
se designa por return) e uma operagdo x >= f, conhecida como aplicacio monddica, ou “binding”
de f a z, que é tal que

z3>=f=(feid)z=(u-Tf)z (F3)
Mostre que:
p = (>=id) (F4)
gef=0>=9)-f (F5)
3= (feg)=(z>=g)>=f (F6)
Resolugao:
(F4)
n = C>= id)
={ ("1)}

px = (>>= id)x
={ aplicacdo de seccao de um operador curried (>>=) }

ux =x >>= id

={ (86)}

wx = (u - Tid)x
={ (44), ()}

nx = px

= { propriedade reflexiva da igualdade }
true

(F5)
gef =0CG>= 9 -f

={ ("D}



GeNx =G> 9 - Nx
={ (72), (65)}

M- -Tg - Nx=0CG> g9 Fx
={ seccio (>>= g)}

W-Tg- - Hx=x) >>=¢g
={ (86)}

m-Tg - - Hx =W -THUX)
={ (72)}

M- -Tg -Nx=0m Tg- Nx

(F6)
x >>= (f e g)=(x >= g) >>= f

={ (86) x 2}
M -T(f *9)x =W - THE >>= g)
={ (86) adireita}
m-T¢ e9)x =@ -THH -Tyg)x)
= { (72) adireita; (71) em sentido inverso do habitual }
LT eg9) =pn-Tf-p-Tg
={ (65)}
w-Tw-Tf -9 =w-Tf-p-Tyg
={ (43)}
w-Tu-TTf) -Tg=n-Tf-pn-Tg
={ (64)}
w-Tp-TTf) - Tg=pn-pn-TTf Ty

={ (6D}



w-u-TTf) - Tg=pnp-p -TTf)-Tyg
= { propriedade reflexiva da igualdade }

true

F12-Q4

4. Sempre que um functor T € um ménade tem-se:

Tf=(u-f)eid
Definindo-se

0b=T(b,id)
mostre que

0bzx=do{a+ z;return (b,a)}

F7)

O que faz o operador 6? E qual a sua relagdo com o operador [str que consta da biblioteca Cp.hs?

(Sugestio: use

(feg)a = dof{b«ygua;fb}

e outras leis que conhece do célculo de mdnades.)

Resolugdo: preparacao

(Tf)x
={ (F8)}
(Tf)x = do{b < x; (return - f)b}

((return - f) o id)x

={ preencher}

(Tf)x = do{b < x; return(f b) } (**)

NB: Em listas, do { b <- x; return(f b) } coincide com [fb|b <-x]

(F8)



0bx = T(b, id)x
={ (™)}

0bx = dof{a <— x; return((b, id)a)}
={ (76) }

0bx = dof{a <— x; return((ba, a))}
= { preencher}

Obx = do{a <— x; return(b, a) }

F12-Q5

5. Em Haskell, a instdncia para listas da fungio monddica sequence : F (T X) — T (F X) éo
catamorfismo

sequence = (g) where
g = [return, id] - (nil 4 cons”)
f’ (z,y) =do {a + z; b < y;return (f (a, b))}

tal como se mostra neste diagrama:

(TX) <" 14T X x(TX)

sequencel jz’d+idxsequence
T (X*) s L1+ T X x T (XY
Jnil+cv:>nsI7
[return,id] -

Partindo da propriedade universal-cata, derive uma verséo de sequence em Haskell com varidveis
que ndo recorra a composicao de fungdes.

Resolucdo:

sequence = ([return,id]. (nil + cons"))

={ preencher}



sequence = ([return - nil, cons'])
= { universal — cata}
sequence - in = [return - nil,cons']l - (id + id X sequence)

={ preencher}

[ sequence - nil, sequence - cons]| = [return - nil,cons' - (id X sequence)]
={ Eq —+}

sequence - nil = return - nil

sequence - cons = cons' - (id X sequence)
={ (71,72))

sequence [| = return|]

sequence (cons(h,t)) = cons' (h, sequencet)

={ preencher}

sequence [| = return|]
sequence (h:t) = do{a <— h; b <— sequencet; return(a:b) }

[11] Aula CP/TP5 (4-Jan)

FO08-Q1



1. Considere a fungdo

mirror (Leaf a) = Leaf a
mirror (Fork (z,y)) = Fork (mirror y, mirror z)

que “espelha” drvores bindrias do tipo LTree (ver fichas anteriores). Comece por mostrar que
mirror = (in - (id + swap) ) (F1)

desenhando o digrama que representa este catamorfismo.

Tal como swap, mirror é um isomorfismo de arvores pois € a sua prépria inversa:
mirror - mirror = id (F2)
Complete a seguinte demonstragdo de (F2):

mirror - mirror = id

= S }
mirror - (|in - (3d + swap) )) = (in)

<= }
mirror - ... =

T }
(ete)
Resolucdo:
mirror - mirror = id

={ lei (47) adireita; mirror = (in - (id + swap) ) }
mirror - (in - (id + swap) ) = (in)
& { leide fusao — cata}
mirror - in - (id + swap) = in - Fmirror
={ Ff = B(id,f)paraB(g,f) =g + f X [}
mirror - in - (id + swap) = in - (id + mirrorz)
={ mirror = (in - (id + swap) D ; Cancelamento-cata - 46}

in - (id + swap) - (id + mirr0r2) - (id + swap) = in - (id + mirr0r2)



={ Functor +}
. . . 2 . . . 2
in - (id + swap - mirror - swap) = in - (id + mirror))

={ gratisdeswap:swap - (f X g) = (g X f) - swap }

in - (id + swap - swap - mirrorz) = in - (id + mirrorz)
={ swap - swap = id}

in - (id + mirrorz) = in - (id + mirrorz)
={ trivial }

true
F08-Q5

5. Um bifunctor B é um functor binario

A ........... C B (A’ C) | | |
fi gl $B (f.9) tal que: { B (id, id) = id
D ---------- E B (D7 E)

B(f-9,h-k)=B(f,h) B(g,k)

(F4)

Mostreque B (X,Y)=Xx Y,B(X,Y)=X+YeB (X,Y)=X+ Y X Y sio bifunctores.

BX,Y) = X X Y,B(f,g) = f X g
B(id, id) = id

={B(X,Y) = X x Y}
id x id = id

={ Functor — id —x (15)}

true

22 |ei:

B(f - g, h-k) = B(f,h) - B(g,k)



={ BX,Y) = X xY}
f-g)x (h-k)=(fxh -(gXxk
={ Functor —X% (14)}

true

22caso:B(X,Y) = X + Y XY

={ B(id,id) = id }
id + id xid = id

={ Functor — id —x (15)}
id + id = id

={ Functor — id —+ (26)}
true

22caso:B(X,Y) = X + Y X Y, istoé, Béobifunctor das LTrees

B(f -9, h-k) = B(f,h) - B(g,k)
={BX,Y) = X + Y x Y}

f-9) + ((h-B)x(h-k) =G+ (hXh)-(g+ (kxk)

={ Functor —X}

(f-g9) + ((hxh -(kxk) =+ (hXxh)- g+ (kxk)

= { Functor-+ a direita}

(f-9) + ((hxh -(kxk) = (-9 + (hxh - (kXk)

= { trivial }

true



F10-Q7(b)

7. Nas aulas tedricas viu-se que, sempre que um ciclo-while termina, ele pode ser definido por

while p f g = tailr ((9+f) - (= p)?) (F3)

recorrendo ao combinador de “tail recursion” tailr f = [V, f], que é um hilomorfismo de base
B(X,Y)=X+Y,paraV = [id,id).

(2) Derive a defini¢io pointwise de while p f g, sabendo que qualquer A = [f,g] é tal que
h=f -Fh-g.

(b) Complete a demonstracao da lei de fusao de taihﬂ
(tailr g) - f =tailr h < (id+f)-h=g-f

Sabemos que tailr f = [V, f] =(V)-[f).Entdo:

(tailrg) - f = tailr h
= { definicio de tailr}
(VD-[g]-f = (VD-[h)
< { Leibniz (5)}
(gl - f = [h]
«{ Fusdo — ana(57)}
g-f =Ff -h
={B(X,Y) = X + Y; Ff = B(id, )}

g-f =0+ f)-h

F11-Q1



1. O facto de length: A* — Nj poder ser definida tanto como catamorfismo de listas como anamorfismo

de naturais (que foi assunto de uma questdo de uma ficha anterior) pode generalizar-se da forma
seguinte: sejam dados dois tipos indutivos

outy outg
//—\\ //_\\
T & FT, T, = GTy
\\\_// \\_//

inl ing
ea:F X — G X, isto é, a satisfaz a propriedade grdtis
Gf-a=a-Ff (F1)

Entdo (iny - @) = [« - out;)], como se mostra a seguir (complete as justificacdes):

k= (in2 - a)

= }
k-inp=iny-a-Fk

= [ }
outy -k =Gk -a-outy

= }
k = [« outy)

O

Identifique T;, T2 € o para o caso de k = length.

Resolugdo:

k=(]in2-ch

= { Universal — cata (45) }

k -in =in -a -Fk
1 2

={ (33); (34);}

out2~k: oa -Fk - out

={ Universal — ana (54) }



k=[a ~out1]

Caso particular k = length:

Tl = A *
T2=No

Ff =1id + id X f
Gf = id +
o= "7

length: A* - No, logoTl = A* eT2 = No

in, = [nil, cons]

in, = [zero, succ]

a1l + A Xx B)-> (1 + B
a= id + m2

length =(|zero, succ] - (id + n2) ) = ([zero, succ

length = [ (id + 112) . outlj|

'1'[2]D




F11-Q3

3. Um ménade € um functor T equipado com duas fungdes u e u,

A—2TA<LT(TA

que satisfazem (para além das naturais, ie. “gratis”) as propriedades p- v =id =p-Tue p- -y =
- T p—identifique-as no formuldrio — com base nas quais se pode definir a composi¢do monddica:

feg=u-Tf-g

(Identifique-a também no formulario.) Demonstre os factos seguintes:

u = ideid F3)
feu=f AN f=uef (F4)
(f-g)eh = feo(Tg-h) (F5)
Tf = (u-f)eid (F6)
(F3)
W= id id

= { Composi¢gao monadica - 65}
pu=uyu-Tid -id

={ Functor — id — F(44); Natural — id (1) }
H=H

={ trivial }
true

(F5)

(f ~9) ch=Ff<Tg - h
={ (65) duas vezes}
w-T(f ~9) ~h=pn-Tf -Tg-h

={ Functor — F (43)}



H.Tf.Tg.h:u.

={ trivial }
true
(F6)
Tf = (-f) +id
={ (65)}
Tf
={ (43)}

we T -f)

Tf =p-Tu - -Tf
= { Unidade - (62) }
Tf =id -Tf
={ Natural — id}
Tf=Tf
= { trivial }

true

Tf

.Tg

- h




F11-Q4

4. A fungio discollect : (A x B*)* — (A x B)" que apareceu (sem ser definida) numa questdo das
primeiras fichas ndo é mais do que

discollect = Istr @ id F7)

— onde Istr (a,z) = [(a, b) | b < 2] — no ménade das listas, T A = A*,

A singl A* concat (A*)*

onde v = singl e p = concat = (/[nil ,conc])). Recordando a lei de absorgdo-cata (para listas),
derive uma defini¢do recursiva para discollect que nao use nenhum dos combinadores ‘point-free’
estudados nesta disciplina.

Resolugdo:
discollect = lIstr e id
={ (65)}
discollect = p - Tlstr - id

= { Def- u paralistas }

discollect = concat - T Istr
={ Def — concat como cata }
discollect = ([nil,conc]) - T Ilstr

= { Absorgao-cata (51)
paraB(f,g) =id + f X g; Natural — id(1); Absor¢do —+ (22)}

discollect = ([nil,conc - (Istr X id)])
= { Universal — cata (45); Definicao dein = [nil, cons]; Fusdo-+ a esquerda(20); }
[discollect - nil, discollect - cons]| = |[nil,conc - (Istr X id)] - F discollect

= { F discollect = id + id x discollect; Absorgao-+(22) ;Eq-+(27) }

discollect - nil = nil



discollect - cons = conc - (Istr X id) - (id X discollect)
={ (71,72); nilx = []; cons (a,b) = a:b; Functor — x(14); Def — x(77);}
discollect [] = []

discollect(h:t) = conc (Istr h, discollect t)

={ mud. devar. h: = (a, x) pois a lista de entrada é de pares; conc (a,b) = a ++ b;

}

discollect [] = []

discollect((a,x):t) = lIstr(a,x) ++ discollectt
={ definicao de lstr}

discollect [] = []

discollect ((a,x):t) = [(a, b) | b « x] ++ discollectt

NB:[fa|a<-x]=do{a<x;return(fa)}

[10] Aula CP/TP2 (14-Dez) - tema: anas + hilos

F09-Q6 (anamorfismos)



6. Um anamorfismo é um “catamorfismo ao contrdrio”, isto é, uma funcéo k: A — T tal que
k=in-Fk-g
escrevendo-se k = [(g)|. Mostre que o anamorfismo de listas
k = [(id + (f,id)) - out, )|

descrito pelo diagrama

N(]* in 1+ NU X NU*

kT Tid-l—z’dxk

Ny outn 1+ Ny 4*id+<f!id) 1+ Ny x Ny

é a fungdo

E0=[]
k(n+1l)=02n+1):kn

para f n =2 n + 1. (Que faz esta funcio?)

Resolucgao:
Universal-ana k=[g9) & out-k=(Fk)-g
Cancelamento-ana out- [(g]=F[g) -9
Reflexdo-ana (out) = idt
Fusdo-ana (g)-f=[r] <= g-f=(Ff)h
Base-ana Ff = B(id,f)
Def-map-ana Tf = [B(f. i) out]
Absor¢io-ana Tf-lg)l = [B(fid)-g)

k =[@d +(f,id)) - outN]
={ (54}

out -k =(id + id X k) - (id + (f,id)) - out
= { iomorfismos in/out (33, 34) }

kin o= in - (id + id x k) - (id + (f,id))

(F7)

(F8)

(54)
(55)
(56)
(57)
(58)
(59)
(60)



={ definicbes de in (naturais e listas) }

k - [zero,succ] = [nil,cons] - (id + id X k) - (id + (f,id))
={ fusdo + aesquerda; absorcao + adireita; natural — id}

[k - zero, k - succ] = [nil,cons - (id X k)] - (id + (f,id))
={ absorcao + }

[k - zero,k - succ] = [nil,cons - (id X k) - (f,id)]

={ Eq +}
k - zero = nil
k - succ = cons - (id x k) - (f,id)

={ absorcao X}

k - zero = nil
k - succ = cons - (f,k)
={ (71,72,76) }

k (zerox) = nilx
k(succx) = cons(f x, k x)

={ definicOes das funcgdes zero, nil, succ, cons '}
kO = []
k(x +1) = fx: kx

={ assumindo fx = 2x + 1}

k0=]]
k(x +1) =Q@2x + 1): kx
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1. O formulério desta disciplina apresenta duas definicGes alternativas para o functor T f de um tipo in-
dutivo, uma como catamorfismo e outra como anamorfismo. Identifique-as e acrescente justificacdes
a seguinte prova de que essas defini¢Ges sio equivalentes:

Tf=(in-B(f,id))

= }
Tf-in=in-B(f,id)-F (T f)

= P }
Tf-in=in-B(id,Tf) B (f,id)

= }
out-Tf=F(Tf)-B(f,id) - out

= }

Tf=1[B(f,id) - out]

Resolugéo:

Tf = (in - B(f,id))
= { universal — cata}

Tf -in= in - B(f,id) - F(Tf)
={ (49))

Tf -in= in - B(f,id) - B(id,T f)
= { (43) para bifunctores }

Tf -in= in -B(f - idid - Tf)
= { natural — id}

Tf -in= in -B@d - f,Tf - id)
= { (43) para bifunctores }

Tf -in= in - BGd,Tf) - B(fid)

={ (33,34,49) }



out - Tf = F(Tf)
= { universal — anaparak:= Tfeg:

Tf =1[B(, id)

Universal-ana

- out )

Cancelamento-ana

Reflexdao-ana
Fusdo-ana
Base-ana

Def-map-ana

Absorcao-ana

- B(f,id) - out

= B(f,id) - out}

k=[g9) < out-k=(Fk)-g
out-[(g] =F{g)-g

(out) = idt

(g]-f=(n] < g-f=Ff)h
Ff = B(d,f)

Tf = [B(f,1id) - out)

Tf-[g) = [B(f,id)-g)
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2. Mostre que o catamorfismo de listas length = (| [zero ,succ - m3] ) é a mesma fun¢ao que o anamor-

fismo de naturais [[(id + m2) - outyis ).

Resolugao:

length = ([ zero, succ. n2])D

= { universal — cata}

length - in

={ absorcao + }
length - in L

={ naturaln2}

length - in L

={ in; absorg¢ao +}

List

t

st

[ zero, succ. m2] - (id + id X length)

[ zero, succ. m2 - (id X length)]

[zero, succ -

length - m2]

(54)
(35)
(56)
(57)
(58)
(59)
(60)



length - in = in var (id + length - m2)

List
={ functor +}

length - in I in Nat (id + length) - (id + m2) -

={ (33,34)}

outN - length = (id + length) - (id + m2) - out

List

={ universal — ana}

length = [(id + m2) - out, )

List
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6. O algoritmo “bubble-sort” € o ciclo-for

bSort zs = for bubble zs (length zs) where
bubble (z : y : zs)
| z >y = y : bubble (z : zs)
| otherwise = z : bubble (y : zs)
bubble z = z

cujo corpo de ciclo é um hilomorfismo bubble = [conguer, divide]. Identifique os genes divide e
conguer desse hilomorfismo. Sugestao: siga a heuristica que foi usada nas aulas tedricas para fazer
0 mesmo para a funcgio de Fibonacci

bubble (x:y:xs)

| x>y =y:bubble (x:xs)

| otherwise = x : bubble (y:xs)
bubble x = x

Passo 1: retirar chamadas recursivas e renomear para divide

divide (a:b:as)

|a>b=Db ... (a:as)

| otherwise =a ... (b:as)
divide as = as



Passo 2: usar injecgdes para compatibilizar tipos de saida.

divide (a:b:as)

| a>b=i2(b,(a:as))

| otherwise =i2(a,(b:xs))
divide as =il as

Passo 3: identificar functor F

A* > A* + A X A~
FY = A* + A XY
BX,Y) = A* + X x Y
Ff = B@df) = id + id X f

Passo 4: definir conquer
A* <- A* + A><A*
conquer = [gl,g2] paragl = id; g2(a,as) = a:as
Em suma:
e bubble = [ conquer, divide ]
e conquer = [id, cons]
divide (a:b:as)
| a>b=i2(b,(a:as))

| otherwise =i2(a,(b:xs))
divide as =il as
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7. Nas aulas tedricas viu-se que, sempre que um ciclo-while termina, ele pode ser definido por

while p f g = tailr ((9+f) - (= p)?) (F3)

recorrendo ao combinador de “tail recursion” tailr f = [V, f], que € um hilomorfismo de base
B(X,Y)=X+Y,paraV = [id ,id).

(a) Derive a defini¢do pointwise de while p f g, sabendo que qualquer A = [f,g] é tal que
h=f-Fh-g.

(b) Complete a demonstracao da lei de fusdo de taihﬂ
(tailr g) - f = tailrh < (id+f) - h=g-f

Resolucgio: (a) Pelo enunciado

o tailrf = [V, f] = (V[f]
e BX,)Y) = X+7Y

e B(f,g) =f +yg

o Ff = B(id,f) = id + f
o V = [id, id)].

Mais ainda, se

h=1f 9]
entdo é vdlidaaigualdadeh = f - Fh - g.

whilep f g = tailr (g + f) - (=p)?)
={ tailr f = [V, f1}

whilep fg = [V, (g + f) - (=p)?]
={ preencher}

whilepfg =V - F(whilepfg) - (g + f) - (=p)?
={ preencher}

whilep fg = [id,id] - (id + whilepfg) - (g + f) - (=p)?



={ preencher}
whilep f g = [id, whilep f g] - (g + f) - (=p)?

={ preencher}

whilep f g =g, ((Whilep fg) - )] - (=p)?
={ (30)}

whilepfg = =p - g, (whilepfg) - f
={ preencher}

(whilep f g) x = (=p — g, (Whilep fg) - f)x
={ (72), (78) }

(whilep f g)x = if pxthenwhilep f g(f x) elsegx

(b) ver uma aula mais a frente

[09] Aula CP/TP5 (07-Dez) - tema: absorcao-cata
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1. O diagrama genérico de um catamorfismo de gene g sobre o tipo paramétrico T X 2 B (X, T X)
cuja base € o bifunctor B, bem como a sua propriedade universal, sdo representados a seguir:

TX<" B(X,TX) k=(g) = k-in=g-B(id, k)
——
<|g|>i ls (id,(9D)=F (g) Fr

B<——8B (X,B)
(Repare-se que se tem sempre F £ = B (id, k).) Partindo da definicio genérica de map associado

aotipo T, T f = (jin- B (f,d)|) dada no formulério, mostre que o map das sequéncias finitas (vulg.
listas) € a fung@o

Resolugdo: Listas:
TX =X* f* =mapf; BX,Y) =1 + X XY,in = [nil,cons], nilx =[], cons(h,t) = h:t
map f = Tf
={ formulario: (50) }
map f = (in - B(f,id) D
= { universal cata }
map f -in = in - B(f,id) - F(mapf)
={ defdeBedeF}
mapf -in = in - (id + f Xid) - B(id + id X mapf)
={ def in; fusao + (aesquerda); absorcdao + (direita) }
[map f - nil, map f - cons] = [nil,cons - (f x id)] - (id + id X mapf)
= { absorcao + (direita) }
[map f - nil, map f - cons] = [nil,cons - (f X id) - (id X map f)]
={ Eq —+ }

map f - nil = nil
map f - cons = cons - (f X id) - (id X map f)



={ Functor X }

map f - nil = nil

map f - cons = cons - (f X map f)
={ (71,72)}

map f (nilx) = nilx

map f (cons(a, b)) = cons ((f X map f) (a, b))
={ 77}

map f (nilx) = nilx

map f (cons(a, b)) = cons (f a, map f b)
={ def consedenil}

map f [] = ]
map f (a:b) =

F09-Q2
2. Recorra a lei da absor¢do-cata, entre outras, para verificar as seguintes propriedades sobre listas

length = sum - (map 1) (F1)
length = length - (map f) (F2)

onde length, sum e map sdo catamorfismos de listas que conhece.

Resolugdo: Listas:
o TX =X*Tf =f* =mapf
e BX,Y) =1+ X XY

e in = [nil cons], nilx =[], cons(h,t) = h:t
length = ([zero,succ - m2] D
sum = ([zero,add])
(F1)

length = sum - (map 1)



={ def sum; paralistasTf = mapf }
length = ([zero,add]) - T1
= { preencher}
length = ([zero,add] - B(1,id))
= { preencher}
length = ([zero,add] - (id + 1 X id))
= { preencher }

( [zero,succ - m2] D = ([zero,add - (1 X id)]D

={ (1)}

[zero,succ - m2] = [zero,add - (1 X id)]
={ Eq+}

succ - m2 = add - (1 X id)

={ (71,72,77) por introducao da variavel (a, b)}
succbh = add (1,b)
={ def de succ, add e fungio constante}
b+1 =1+5»
= { qualquer coisa € igual a si propria }
b+1 =1+5»
(F2)
length = length - (map f)
={ Tf = map f nocasodas listas }
length = ([zero,succ - m2] D - (Tf)

= { absorcao cata }



length = ([zero,succ - m2] - B(f,id))
={ Bdas listas }

length = ([zero,succ - m2] - (id + f X id))
={ absorcao + }

length = ([zero,succ - m2 - (f X id)]D

= { naturaln2 }
length = ([zero,succ - m2])D

= { definicao dada de length }
true

F09-Q5

5. Considere a fungio depth = ([one , succ - umaz]|) que calcula a profundidade de 4rvores do tipo

B(X,Y)=X+ Y2 .
TX =LTree X ’ in = [Leaf , Fork
ree {B(f,g)=f+92 [Leaf |

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)

onde umaz (a,b) = maz a b. Mostre, por absor¢do-cata, que a profundidade de uma 4rvore ¢ nio
¢ alterada quando aplica uma funcfo f a todas as suas folhas:

depth - LTree f = depth (F5)

Resolugdo: Recordar aula T de 52 feira passada:



(a) Arvores com informacdo de tipo A nos nés:

B (X Y):1—|—X><Y2 :
e i : = |Empty , Nod
T =BTree X { B(f,g):zd+fxg2 in [ mpty 08]

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))

(b) Arvores com informagéo de tipo A nas folhas:

Bix vi—x1v2 :
T = LTree X { Bgf,g))=f+gz in = [Leaf , Fork]

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)

(c) Arvores com informagdo nos nés e nas folhas:

Bz X my=— 72 xR y2 i
T:FTreeZX { B(h,f,g):h—l—fX92 In—[Umt,C’omp]

Haskell: data FTree b @ = Unit b | Comp (a,(FTree b a,FTree b a))

(d) Arvores de expressao:

T=ExprZX B(h,f,g):h—l—fxmapgm:[Var’()p]

Haskell: data Ezpr v o = Var v | Op (o, [Ezpr v o))

{ B(Z,X,Y)=Z+XxY"

depth - LTree f = depth
={ def de depth; nestecasoT = LTree }

( [one,succ - umax|D - T f = depth
={ absorcao — cata}

( [one, succ - umax] - B(f,id)) = depth
={ Bdas LTrees }

( [one, succ - umax] - (f + id)D = depth
={ absorcao + }

( [one - f,succ - umax] D) = depth
={one = 1}

([1 - f,succ - umax] D = depth

={ (3}



([1,succ - umax] D = depth
={ definicao dada de depth }

true
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6. Um anamorfismo é um “catamorfismo ao contrdrio”, isto é, uma fungdo £ : A — T tal que
k=in-Fk-.g (F6)
escrevendo-se k = [(¢)]. Mostre que 0 anamorfismo de listas
k= [(id + (f,id)) - outr, ) (F7)

descrito pelo diagrama

NO* in 1+ NO % NO*

kT Tz’d—{-idxk

_ - 5
No g 1+ Np ot id) 1+ Ny x Ny

¢ a fungéo

kO =]
k(n+1)=2n+1):kn

Resolugao:
k =[@d +(f,id)) - outN]

={ universal — ana; Ff = id + id X f (listas)}

out -k = (id + id x k) - (id + (f,id)) - out_

={ Functor +; Absorcdo — x}

out -k = (d + (f,k)) - out

= { isomorfismo in/out (listas) }



k = [nil,cons] - (id + (f,k)) - out

= { isomorfismo in/out (naturais) }

k - [zero,succ] = [nil,cons] - (id + (f,k))
={ Fusdao + aesquerda; absorc¢do a direita }

[k - zero, k - succ] = [nil,cons - (f, k)]
={ Eq +}

k - zero = nil
k - succ = cons - (f,k)

= { Igualdade Extensional }

k (zerox) = nilx
k (succx) = cons ({(f,k)x)

= { preencher (TPC);fn=2*n+1}

k0=1]]
k(x +1) =Q@2x + 1): kx
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3. A funcdo concat, extraida do Prelude do Haskell, € o catamorfismo de listas

concat = ([nil ,conc]|) (F3)
onde conc (z,y) = z + y e nil _ = []. Apresente justificacdes para a prova da propriedade
length - concat = sum - map length (F4)

que a seguir se apresenta, onde ¢ de esperar que as leis de fusdo-cata e absor¢do-cata desempenhem
um papel importante:

length - concat = sum - map length

Il
~~
—~

Il
~~
—~

Il
~
—~

length - nil = 0
length - conc = add - (length X id) - (id x length)

Il
~~

Il
~~
—~

true
O

={ (1) preencher}
={ (2) preencher }
& { (3) preencher}
={ (4) preencher}
={ (5) preencher }
& { (6) preencher}



[08] Aula CP/TP5 (30-Nov)
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4. As seguintes fun¢des mutuamente recursivas testam a paridade de um nidmero natural:

impar 0 = FALSE par 0 = TRUE
impar (n +1) = par n par (n + 1) = impar n

Assumindo o functor F f = id + f, mostre que esse par de defini¢bes é equivalente ao sistema de
equacoes

tmpar - in = h - F (impar, par)
par -in = k - F (impar, par)

para um dado h e k (deduza-os). De seguida, recorra as leis da recursividade miitua e da troca para
mostrar que

imparpar = (impar, par) = for swap (FALSE, TRUE)

Resolugao:
Parte |: Sabemos que in [zero,succleque F f = id + f

impar - in = [hl,h2] - (id + (impar, par))
={ in = |[zero,succ]lemquesucc(n) = n+ lezerox = 0}
impar - [zero,succ] = [hl,h2] - (id + (impar, par))
={ fusao + aesquerda; absorcdo a direita }
[impar - zero, impar - succ] = [hl,h2 - (impar,par)]

={ Eq +}



impar - zero = hl

impar - succ = h2 - (impar,par)
={ (71) e (72)e(76) }

impar0 = hlx

impar (n + 1) = h2 (impar n, par n)
= {definirhlx = FALSEeh2 = m2 }

impar 0 = FALSE
impar(n + 1) = parn

h = [hl,h2] = [FALSE, 2]
Parte Il:

par -in = [k1,k2] - (id + (impar,par))
={ definicaodein}

par - [zero,succ] = [k1,k2] - (id + (impar,par))
={ fusdo + aesquerda; absorgdo a direita}

[par - zero,par - succ] = [k1,k2 - (impar,par) ]
={ Eq +}

par - zero= kl

par - succ = k2 - (impar,par)

={(71)e(72)e (76}

par (zero x)= klx
par (succn) = k2 (impar n,par n)

{}

par 0= klx
par (n + 1) = k2 (impar n,par n)

={ k1l = TRUEek2 = ml}



par 0= TRUE
par (n + 1) = imparn

k = [k1,k2] = [TRUE, ml]

Parte Il

{impar - in = [FALSE,n2] - F (impar,par)
par - in = [TRUE,nl] - F (impar, par)

= { recursividade mutua (52)}
< impar,par > = ( < [FALSE,n2],[TRUE, 1] > )

={ leidatroca}

< impar,par > = ([< FALSE,TRUE >, < mn2,ml >])

{ <a, b >= (ab)verficha3}

< impar,par > = ([(FALSE,TRUE), swap])

={ forbi = ([;b])}

< impar,par > = for swap (FALSE,TRUE)
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5. A seguinte fungdo em Haskell calcula a lista dos primeiros n nimeros naturais por ordem inversa:

insg 0 = []
insg (n+1)=(n+1):insg n

Mostre que insg pode ser definida por recursividade mitua tal como se segue,

insg 0 = []
insg (n+ 1) = (fsuc n) : insg n
fsuc0=1

fsuc(n+1) = fsuen+1
e, usando a lei de recursividade miitua, derive:

insg = my - insgfor

insgfor = for ((1+) - w1, cons) (1, [])

Resolugdo. Sabemos que in = |[zero,succlequeF [ = id + f, ondezero = 0

insg0 = []
{insg(n +1) = (n+ 1):insgn

={definir fsucn = n+ 1}

insg0 = []
{insg n+ 1) = (fsucn): insgn

= { instanciar fsucn (paran:=0en:= n + 1)}

insg 0 []
{insg n+ 1) = (fsucn): insgn

fsuc0 = 1
fsuc(n + 1) = fsucn + 1

={(71,72) ; cons(a,b) = a: b}

{insg -0 = nil
insg(n + 1) = cons(fsucn,insgn)



fsuc -0 =
fsuc - succ

=

succ - fsuc

= { preencher }

{insg -0 = nil

insg - succ = cons - < fsuc,insg >

fsuc -0 =1
fsuc - succ = succ - fsuc
= { preencher }
[insg -0, insg - succ] = [nil -id, cons - < fsuc,insg >]
[ fsuc -0, fsuc - succ] = [1 - id, (succ - ml) - < fsuc,insg >]

={ fusdao + aesquerda; absor¢ao + adireita}

insg - [0, succ] = [nil,cons] - (id + < fsuc,insg >)
fsuc - [0, succ] = [1,succ - ml] - (id +< fsuc,insg >)

= { recursividade muatua }

< fsuc,insg > = ( < [1,succ - ml],[nil cons] > D

={leidatroca}

< fsuc,insg > = ([<1,[] > < succ - ml, cons >])

{<a,b >= (agb)verficha3 }

< fsuc,insg > = ([(L,[]D),< succ - ml,cons >]D

={ forbi = ([;,b]D}



< fsuc,insg > = for < succ - ml,cons > (1,[])
aux(n,l) = < succ - ml,cons > (n,l) = ((succ - ml)(n,l),cons(n,l))

aux(n,l) = (n + 1,n:0)
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1. Considere o seguinte inventdrio de quatro tipos de 4rvores:

(a) Arvores com informagio de tipo A nos nés:
FX=1+Ax X2
T=BTree 4 {Ff:z'd+z’d><f2
Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))

(b) Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

FX=A+X2
T=LTree A {Ff=ld+f2

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)

(c) Arvores com informacdo nos nés e nas folhas:
FX=B+AxX?
T=FTree B A Ff—id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a,(FTree b a,FTree b a))

(d) Arvores de expressao:

T=EFExpr V O

in = [Empty , Node]
in = [Leaf , Fork]
in = [Unit , Comp]

{FX:V+O><X in = [Var , Op]

Ff=id+id x map f
Haskell: data Exzpr v o = Var v | Op (o, [Ezpr v o))
Defina o gene ¢ para cada um dos catamorfismos seguintes desenhando, para cada caso, o diagrama
correspondente:
e zeros = ( g|) — substitui todas as folhas de uma drvore de tipo (1b) por zero.
e conta = (g) — conta o nimero de nés de uma arvore de tipo (1a).
e mirror = ( g ) — espelha uma érvore de tipo (1b), i.e., roda-a de 180°.

e converte = (| g|) — converte drvores de tipo (1c) em arvores de tipo (1a) eliminando os Bs que
estdo na primeira.

e vars = (g|) — lista as varidveis de uma 4rvore expressdo de tipo (1d).



in = [Empty, Node]

BTree A ~ 1+ A X (BTree A)"2
conta id + id X (conta)"2

NO e — 1+ A x (N0) 2

g = [g91,92]

Lt
g2(a,(myn)) =1+ m+n

in = [Leaf, Fork]

LTree A - A+ (LTree A)"2

mirror id + (mirror)"2

LTree A - A+ (LTree A)"2

g = [91,92]



gl = Leaf
g2 = Fork - swap

g = [Leaf - id, Fork - swap] = in - (id + swap)
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1. Considere a funcéo

mirror (Leaf a) = Leaf a
mirror (Fork (z,y)) = Fork (mirror y, mirror z)

que “espelha” arvores bindrias do tipo LTree (ver fichas anteriores). Comece por mostrar que
mirror = (lin - (¢d + swap) ) (F1)

desenhando o digrama que representa este catamorfismo.

Tal como swap, mirror € um isomorfismo de 4rvores pois € a sua prépria inversa:
mirror - mirror = id (F2)
Complete a seguinte demonstracio de (F2):

mirror - mirror = id

1l
-~

< }
mirror - ... =
L }
(ete)

Resolucdo:



mirror - mirror = id
= { def mirror como catamorfismo(F1); Reflexdo — cata (47)}

mirror - (in - (id + swap)) = (@in)
& { Fusdo — cata (48) }
(mirror - in) - (id + swap) = in - (id + mirror"2)

= { mirror é um cata : Cancelamento — cata (46) }

in- (id + swap) - (id + mirror"2) - (id + swap) = in - (id + mirror"2)
= { expansao da abreviatura mirror™2; propriedade gratis de swap }

in - (id + (mirror X mirror) - swap - swap) = in - (id + mirror X mirror)
={ swap - swap = id}

in - (id + mirror X mirror) = in - (id + mirror X mirror)

= { propriedade reflexiva da igualdade }
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unzip zs = (map 71 xs, map 7y xs)

Il
~~

I
~

Il
~

Il
~

I
~

I
~

unzip - nil = (nil, nil}
unzip - cons = (cons X cons) - (m X w1, Ty X m2) - (id X unzip)

{ ... alguns passos mais ... }

I
~

JustificagOes:

= { preencher}
= { preencher}
= { preencher}
= { preencher}
= { preencher}
= { preencher }
= { preencher}
= { preencher}
= { preencher}




[07] Aula CP/TP2 (23-Nov)
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2. Sabendo que for f i = ([i,f]) para F f = id + f (naturais), recorra 2 lei de fusdo-cata para
demonstrar a propriedade:
£ - (for f i) = for f (f 4) (F1)
Resolucao:

forfi) = forf(fi)
={ forbi = ([ f]D}
foUL £10 = C[fi f1D

< { Fusdo — cata (48) parag = [E' fl. h=1[f1 f]}

folufl=1f5Lf1- Ff)
={Ff = id + f}

f-lLfl=1fLf] - Gd + f)
={ Fusdo —+ (20) & Absor¢io —+ (22)}

f-iof- fl=1[1fi-id f-f]
={ Eq —+ (27)}

foi=fiid
f-f=7r-f

= { Prop. refl. daigualdade; Natural — id (1) & Fusdo — const (4) }
fi=1r1t
={ Prop. refl. daigualdade }

true

F06-Q3



3. Mostre que as funcdes

f=foridi
g="forii

sa0 a mesma fungdo. (Qual?)

Resolucdo: Vamos mostrar que ambas as fungdes mais ndo séo que [

{foridi =i
forii =i

={ forbi = ([i f]) duasvezes}

l

{(] [§, id]D [
([, i) =i
& { Universal — cata (45) duas vezes}

{i-in=[g,id]-Fi

i =i Q] Fi
={ Fusao — const (4) duasvezes; Ff = id + f }
{l = [i, id] - (id + 1)

=[0Gl + )

={ Absor¢ao —+ (22) duas vezes; Natural — id (1) trés vezes; Fusao — const (4) }

{E’=[£'£']
b=



= { Universal —+ (17)}

il =

i
i -2 =

| o~ | e~

={ Fusao — const (4); Prop. refl. daigualdade}

true

i=1i-idi-id =

| ~.

- [id, id] =

| o~

F06-Q4
4. A fungéo seguinte, em Haskell

sumprod a [] =0
sumprod a (h:t) = a* h + sumprod a t

¢ o catamorfismo de listas
sumprod a = ([zero,add - ((ax) x id)]) (F2)

onde zero = ( e add (z,y) = z + y. Mostre, como exemplo de aplicagdo da propriedade de
fusido-cata para listas, que

sumprod a = (a%)-sum (F3)
onde sum = (| [zero , add]|). NB: ndo ignore propriedades elementares da aritmética que lhe possam
ser uteis.
Resolucgao:
sumproda = (a *) - sum

= { sumproda = ([zero, add - ((a *) X id)]); sum = ([zero, add])}
([zero, add - ((a *) x id)]) = (a*) - ([zero, add])

<{ lei de fusio — cata}
(a*) - [zero, add] = [zero, add - ((a *) X id)] - F (a *)

={ F fparalistasé id + id X f}



(a*) - [zero, add] = [zero, add - ((a *) x id)] - (id + id x (a *))
= { Fusdo —+ (20) a esquerda e Absor¢io —+ (22) a direita; natural — id }

[(a*) - zero,(a*) - add] = [zero, add - ((a *) x id) - (id x (a %)) ]
={ Eq —+ (27)}

(a*) - zero = zero
(a@a*) -add = add - ((a*) X id) - (id X (a *))

={ Functor —Xx (14); natural id}

zero

add - ((a™*) x (a ™))

(a*) - zero =
(a®*) -add =

={ (71,72) X 2; zerox = 0; add(x,y) = x+y}

a*0 =0
(@ ®x +y) = add(((a *) x (a ), y))

={ 77add(x,y) = x + y}

a*0 =20
a*(x+y) =a*x+a*y

={ 0 é absorvente da multiplicacao; propriedade distributiva }

True

FO7-Q5



5. A seguinte fungdo em Haskell calcula a lista dos primeiros n nimeros naturais por ordem inversa:

insg 0 = []
insg (n+1)=(n+1):insg n

Mostre que insg pode ser definida por recursividade mitua tal como se segue,

insg 0 = []
insg (n+ 1) = (fsuc n) : insg n
fsuc0=1

fsuc(n+1) = fsuen+1
e, usando a lei de recursividade miitua, derive:

insg = my - insgfor

insgfor = for ((1+) - w1, cons) (1, [])

Resolugao.

insg0 = []
{insg (n+1) (n+1):insgn

= {definir fsucn = n+ 1 }

insg0 = []

insg(n + 1) (fsuc n): insgn
= { instanciar fsucn}

insg0 = []

insg(n + 1) = (fsucn): insgn

fsuc0 =1
fsuc(n + 1) = fsucn + 1

={

remocao de variaveis (71, 72, 77); definicao das funcbes constantes nil, zero, one }



insg - zero = nil
insg - succ = cons - < fsuc,insg >

fsuc - zero = one
fsuc - succ = succ - fsuc

={

Eq + "ao contrario"; natural — id; introducao do split por fsuc = nl - < fsuc, insg >}

[insg - zero,insg - succ] = [nil - id, cons - < fsuc,insg >|
[fsuc - zero, fsuc - succ] = [one - id, succ - ml - < fsuc, insg >|

={ fusdo —+ (lado esquerdo); absor¢do + (lado direito)}

insg - [zero,succ] = [nil, cons] - (id + < fsuc,insg >)
fsuc - [zero,succ] = [one, succ - ml] - (id + < fsuc, ings >)

= { cancelamento X}

insg - [zero,succ] = [nil, cons] - (id + < fsuc,insg >)
fsuc - [zero,succ] = [one, succ - wl] - (id + < fsuc,insg > )

= { recursividade mutua }

< insg, fsuc > = ( < [nil, cons],[one, succ - wl] > )

={LeidaTroca; fungdes constantes}

<insg, fsuc > = ([ <[],1> < cons, succ - ml >]D

= { split de fungdes constantes }

<insg, fsuc > = ([ ([],1), < cons, succ - ml >]D

={ forbi = ([i,b])}



< fsuc,insg > = for < succ - ml,cons > (1,[])

[06] Aula CP/TP5 (16-Nov)

F05-Q5
5. Para o caso de um isomorfismoe o, t€m-se as equivaléncias:

a-g=h = g=a°-h (F3)
g-a=h = g=h-a° (F4)

Recorra a essas propriedades para mostrar que a igualdade
h-distr- (¢ x (id + o)) = k

¢ equivalente a igualdade
h-(gxid+ g x &) =k - undistr

(Sugestao: nio ignore a propriedade natural (i.e. grdtis) do isomorfismo distr.)

Resolugdo: Seguindo a sugestdo, vamos derivar a propriedade gratis de distr

(gxh + gxf).distr = distr - (g X (h + f))

De seguida vamos usa-la no cdlculo pedido:



h -distr - (g X (id + o)) = k
= { propriedade gratis de distr, parah:= id, f:= « }
h-(gxid + g x a) -distr = k

={ (F4) paraa: = distr e a® = undistr }

h-(gxid + gx «) = k - undistr

FO05-Q7

7. Seja dada a seguinte codificacdo em Haskell do combinador

forbi0=1
{forbi(n+1}=b(forbin) (F5)

que implementa a no¢do de ciclo-for, onde b é o corpo (“body”) do ciclo e ¢ € a sua inicializagio.

Repetindo o processo que foi feito na aula tedrica para a fungdo (ax), calcule a partir de (F5) a
funcio g que encaixa no diagrama seguinte,

out

1+ Ny

Z
=]
Il

in = [zero , succ]
for b 1;1 in lid+(f°’ b i) onde zero _ = ()

B |+ B succn =n-+1

Resolugdo: resolver forbi - in = g - (id + forbi)emordema g porformaaobtera

definicdo dada:

forbi - in = g - (id + forbi)
={ in = |[zero, succ] }

forbi - |zero, succ] = g - (id + forbi)



={ fusdao —+}
[forbi - zero, forbi - succ] = g - (id + forbi)
= { mudancga de varidvel — g:= [g1,g2]}
[forbi - zero, forbi - succ] = [gl,g2] - (id + forbi)
={ absorcao —+ no lado direito ; natural-id }
[forbi - zero, forbi - succ] = [gl,g2 - forbi]
={Eq —+ (27)}
forbi - zero = gl
forbi - succ = g2 - forbi
= {(71); (72))}

forbi(zerox) = glx
forbi(succn) = g2(forbin)

= { definicdes de zero e succ }

forbi0 = glx
{forbi(n+ 1) = g2(forbin)

Substituindo
glx =i ANg2 =b

acima obtemos a definicao dada:

forbi0 = i
{forbi(n+1) = b(forbin)

Logo: forbi.in = [i,b] - (id + forbi)



F04-Q1

1. Os diagramas seguintes representam as propriedades universais que definem o combinador cata-
morfismo para dois tipos de dados — niimeros naturais Ny a esquerda e listas finitas A* a direita:

Ng~—2——1+N, A* i 14 A x A*
(]ng liaHﬂgD ﬂng lidﬂ'dxm
B 1+ 8 B#I—FAXB

in = [zero , succ] in = [nil , cons]
zero _ =0 nil =[]
cons (a,z) =a:x

succn=n-+1
k=1(g) = k-in=g-(id+k) k=(g) = k-in=g-(id+idx k)

forbi = ([i,b]) foldr f u = ([u, f])
onde?abrevia uncurry f.

(a) Tendo em conta o diagrama da esquerda, codifique, em Haskell

(g) =g (id+(g))-out

forbi=([i,b])
em que out foi calculada numa ficha anterior. De seguida, codifique

f = 72 - auz where auz = for (succ - w1, mul) (1,1)

e inspeccione o comportamento de f. Que fungio é essa?



(b) Identifique como catamorfismos de listas as funcdes seguintes, indicando o gene g para cada

caso:!

1. k € a fungdo que multiplica todos os elementos de uma lista

ii. k = reverse

iii. k = concat

iv. k€ a funcdo map f,paraumdadof: A — B

v. k é a fungdo que calcula 0 maximo de uma lista de nimeros naturais (Ny*).

vi. k = filter p onde

filter p [] =[]
filter p (h:t) =z H-filter p ¢
where z = if (p h) then [h] else []

(b) i

in = [nil, cons]
A* - 1+ A %X A*
multip id + id X multip
A - 1+ A xA
g = g1, 92]

Lo
g2(h,n) = h xn

(b) i



in = [nil, cons]

A* i 1 + A X A*
reverse id + id X reverse

A* - 1 + A4 XA*

g = [91,92]

{glx =[]
g2(h,x) = x ++ [h]

(b) iii

in = [nil, cons]
(B *) * i 1+ B* x (B**
concat id + id X concat
B * - 1+ B* x B*
9 = [91,92]

{glx: []
92(x,y) =x ++ vy

(b) iv Assumindo f: A - B



in = [nil, cons]

A* ~ 1 + A4 x A*
map f id + id

B * - 1+AxB*

gf = [91,92f]

{glx =]
92 f (hix) = (fh:x)

(b) v
in = [nil, cons]
NO* ~alf 1 + NO X NO *
maximum id + id
. e 1 + NO x NO
g = [91,92]

glx =0
g2(h,m) =if h > mthenhelsem

(b) vi

X map f

X maximum



in = [nil, cons]

A il 1+ A X A
filterp id + id X filterp
A* - 1+ A XA*
g = gl g2p]
glx =1]
g2p (h,x) =ifphthenh:xelsex
F06-Q2
2. Sabendo que for f i = ([ ,f]) para F f = id + f (naturais), recorra a lei de fusdo-cata para
demonstrar a propriedade:
f - (for f i) = for f (f 1) (F1)
Resolugao:

f o (forfi) = forf(fi)
={ forbi = ([i, b]}

fou s = Cfi £
&{ Fusdo — cata, lei (48); F f = id + f}
folfl = [fi f1-@d + )

={ Fusado —+, lei (20); Absorcao —+, lei (22) }



Uf-if - fl = Ifd

id, f - f]

={ Eq —+, lei (27), Natural — id, lei (1)}

fri=fi
ff=7f

={ Fusao — const, lei(4); Propriedade reflexiva daigualdade }
true

F06-Q3

3. Mostre que as funcdes

f =foridi
g="forii

sao a mesma fungo. (Qual?)

Resolugao:
f=g

={Def — gdoenunciado }
f = forii

={Def — for}

f= i
={lei (F4), k:= f; g:= [i,i]}

frin=1ii - (d+ f)

g = forii

forbi = ([i,b]D

k=g k- -in=g-((d+ k)



={lei (22), Absorg¢do —+; [g,h] - () =19 - i,h - j]
lei (1), Natural — id; frid=id-f=f
lei (3), Natural — const} (id+f) k- f =k
fein =T[5
={Ficha"3" — Fusio —+} [k, k] =k
f -in =E'
= {lei (33), Shunt — left} h-a=k =h=k:-a°
f=1i-out
= { lei (3), Natural — const} k-f=k
f=i
F06-Q4
4. A fungéo seguinte, em Haskell
sumprod a [] =0
sumprod a (h:t) = a* h + sumprod a t
¢é o catamorfismo de listas
sumprod a = ([zero,add - ((ax) x id)]) (F2)

onde zero = 0 e add (z,y) = z + y. Mostre, como exemplo de aplicacdo da propriedade de
fusido-cata para listas, que

sumprod a = (a%)-sum (F3)
onde sum = (| [zero , add]|). NB: ndo ignore propriedades elementares da aritmética que lhe possam
ser uteis.
Resolucgao:
(a*) - sum = sumproda

= { definicbes de sum e de sumprod (F1) como catamorfismos }



(a*) - ([zero,add]) = ([zero, add - ((a *) X id)])
& { Fusdo — cata; com f:= (a *), g: = [zero,add] e h: = [zero,add - ((a *) X id]}
(a*) - [zero,add] = [zero, add - ((a *) X id)] - F (a *)
={Ff =id+ id X f}
(a*) - [zero,add] = [zero, add - ((a *) X id)] - (id + id X (a *))
Fusio-+ f-la.hl=[f-g.f R
Absorcio-+ lg.h]-(i+7)=[g-i,h-]]
= { Fusdo —+ no lado esquerdo | Absor¢io —+ no lado direito | natural-id }
[(a*) - zero,(a *) - add] = [zero, add - ((a *) X id) - (id X (a *))]
={ Eq —+}
(a*) - zero = zero
(@*) - add = add - ((a*) x id) - (id X (a %))
= { Functor —x | Natural — id}

(a *) - zero = zero
(@a*) -add = add - ((a *) x (a *))

={ Igualdade Extensional }

((a*) - zero)x = zerox
((a@a*) -add)x = (add - ((a *) X (a *))) x

={ Def — comp}

(a *) (zerox) = zerox

Def-x (fxg)(a,b) = (fa,gb)

(a®) (addx) = add(((a™) x (a™))x)

={ Def —Xx}

a* (zerox) = zerox

(20)
(22)

(77)



a* (add(x,y)) = add(a™* x,a* y)

{ add(x,y) = x + y; zerox = 0}

a*0=20
a*(x+y)=a*x+a*y

{Elemento absorvente da * | Propriedade distributiva da *}

True

Como o que queremos mostrar é implicado por True entdo é True também.

True= (a *) - sum = sumprod

[05] Aula CP/TP2 (09-Nov)

F04-Q5

5. Provar aigualdade f - (¢ X h) = ap - (id x h) - f - g usando as leis das exponenciais e dos produtos.

Resolugio: a estratégia € conseguir usar a lei de fusdo g - (f X id) = g - f ou a propriedade universal.
Vamos usar esta Ultima, ficando a outra estratégia para casa:

f-(@xh=ap-@Gdxh) -f- g

= {universal — exp (35)parak:= ap - (id x h) - f - g f:=f-(g X h)}

ap - ((ap - (id X h) - f - g) xid) =f (g X h)

={ fusido — exp (38) parag:= ap - (id X h); f:= ]?}

ap - ((ap - (id X h) - (f x id) - g) xid) =f- (g xh)



= { functor —x (14)}

ap - ((ap - ((id - f) x (h-id)) - g) x id) =f- (g x h)

= {natural — id (1) X 2vezes}

ap - ((ap - ((f - id) x (id - h)) - g) xid) =f (g X h)

= { functor —x (14)}

ap - ((ap - (f x id) - (idx h) - g) xid) =f-(gxh)
= { cancelamento — exp (36) }
ap - ((f - (id xh) - g) xid) =f-(gxh

={fusdo — exp (38) parag:=f - (id X h) ; f:= g}

ap - (f - (id x h) - (g xid) xid) =f-(g X h)

= { cancelamento — exp (36) para f:= f - (id X h) - (g X id)}
f-(@dxh)-(gxid) =f-(gxh)

= { functor —x (14); natural — id (1)}
f-@xh =f-(gxh

= { propriedade reflexiva da igualdade}

true

F05-Q1



1. Recorde o diagrama ao lado que foi usado nas DB DB x B ap D
aulas téoricas para formular a lei de absorgdo da i T
i g-ap

exponenciagio . 7 F x id g

9-f=9"-7 | ap

ch C8 x B c

onde i T

9" =g-ap (F1) f fxid g
Apresente justificagdes no raciocinio abaixo que pre- ‘

tende mostrar que g© (que também se pode escrever
exp g) éa fungio g% f =g - f:

n
—_
——

Il
—_—
(S

I
—_—
—

9" fb=g(fb)
= }
" f=9-f
Resolugao:
= (1) {universal — exp (35) parak:= gB; f:=g -ap}
= (2) {
igualdade extensional (71) para x: = (f, b); def — comp (72);def —x (77);def — id (73)

}

(3) { simetriadaigualdade; def — ap (82) X 2 vezes;}

(4) {def — comp (72); igualdade extensional (71) }

FO05-Q3



3. Deduza o tipo mais geral da fungdo a = (id + my) - i

- o € infira a respectiva propriedade grdtis
(natural) através de um diagrama.

Inferéncia do tipo de a: feito no quadro

Inferéncia da propriedade gratis:

D + L st A X (L X

a X (I x m)

D' + L —tl— 4 X (L

@d+D-a=a-(ax(lxm)

FO05-Q6

6. Seja dada uma funcgdo V da qual sé sabe duas propriedades: V -4, = id e V - i3 = id. Mostre que,
necessariamente, V satisfaz também a propriedade natural f - V = V - (f + f).

Resolugao:

Vi =id ANV -i_=id
1 2
={ universal + }

V = [id, id]

Inferéncia do tipo de V:

Inferéncia da propriedade gratis:



Vef=(+H"V

F05-Q4

4. Identifique, apoiando a sua resolugio num diagrama, qual é a defini¢cdo da funcéo polimdrfica c cuja
propriedade natural (“gratis”) é

(f+h)a = a-(f+gxh)

Resolugao:

o

F+H -p————F+(GXI

f+h f+ gxh



[04] Aula CP/TP2 (02-Nov)

F03-Q6

6. Sabendo que as igualdades

pok,k=k
(p?+p?)-p? = (i1 +1i2)-p?

se verificam, demonstre as seguintes propriedades do mesmo combinador:

(p—=7f,h),(p—=g,1) =p—=>{f9), hi
(f,(p—>g,h)) =p—={f9), (fh)
p—=(p—a,b),(p—=c,d) =p—a,d

Resolugao da lei (F7):

(f,(p = g, h)
={(F8)}

(= £, 0@~ g M)
={(F6) }

p = (f,9)(f h)

(F4)
(F5)

(F6)
(F7)
(F8)
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1. Recorde a funcéo
ap: (CB xB)—C
ap (f,z)=f =
(a) Mostre, através da adi¢do de varidveis, que a fungdo f definida a seguir
fk=ap-(kxid)
é a funcdo

uncurry :: (a = b — ¢) = (a,b) > ¢
uncurry f (a,b) =f a b

disponivel em Haskell.

(b) Mostre que a igualdade
ap - (curry f xid) = f (F1)

corresponde a definigdo curry f a b =f (a, b) da fungdo curry :: ((a,b) > ¢) > a— b — ¢
também disponivel em Haskell.

Resolugéo (a):
fk=ap- (kxid)
= { lei (71), Igualdade extensional } f=g © (Vx:fx=gx)

(fk)x = (ap - (k x id)) x

= {(72); mudanca de varidvel x: = (a, b)}

(f k) (a,b) = ap ((k x id) (a, b))

={(77); @)}
(f k) (a,b) = ap (k a, b)
={ap(f,x) = fx — talcomonoenunciado }

(fk)(a,b) =kab
= { definicdo de uncurry dada }

(f k) (a,b) = (uncurry k) (a, b)



= { igualdade extensional (aplicada da direita para a esquerda) }
fk = jose
= {igualdade extensional }

f = uncurry

Resolugao (b): parecida com (a) - TPC

F04-Q4

4. Apresente justificacbes para a demonstracio da igualdade
fa=f-{(a,id) (F3)

que se segue:

1]
——
—~

I
—
e

1]
—_—

ap- (kyid) =k (cf.k _ = k) }

Resolucgao:

1 {(3B6)}

(2) {(1); (4 (D}




F04-Q3

3. Considere o isomorfismo de ordem superior flip definido pela composi¢io de isomorfismos seguinte:

(CB)A o~ CAxB ~ CBXA

12

(chF

f — ‘/f\ —r ?.swap — }\-swap=ﬂz'pf

e Mostre que flip, acima definida por flip f = f - swap, é um isomorfismo por ser a sua propria
inversa, isto é, por

flip (flip f) = f (F2)

se verificar.

Resolugao: vamos seguir os calculos e justifica-los com as leis da exponenciagao e
outras. Como é sabido das aulas tedricas, [ abrevia curry f e f abrevia uncurry f :

flip (flip f)
= { definicdo de flip dada pelo diagrama }

flip (JAC - swap)

= { de novo definicao de flip }

—_—

f - swap - swap

={uncurry. curry = id}

(?- swap) - swap

= { associatividade da composicao (2) }

f - (swap - swap)

= { isomorfismo swap }

N

f-id

= { natural — id}

f



= {isomorfismo curry. uncurry = id}
f

Demonstragdo de flip fxy = fyux:

flipf =f - swap
{k = ]_f(:)f = ap - (k xid)parak:= flipf;f:=/j;-swap }

N

f-swap = ap- (flip f xid)

= { igualdade extensional (71), introducdo de (x,y) }

(f - swap)(x,y) = (ap- (flip f xid))(x,y)

= { (72)duas vezes }

flswap(x,)) = ap ((flip f xid)(x, y))
= { definicdo de swap; (77); (1)}

f.0) = ap (flip fx,y)
= { definicdo de ap }

f.0) = flipfxy

={(84)}

flinfxy = fyx




F04-Q6
6. Considere o isomorfismo
unjoin

.
AB+tC o AB x AC (F3)
\\_//

join
onde

join (f,9) = [f , 4]
unjoin k = (k - i1,k - i2)

Mostre que join - unjoin = id e que unjoin - join = id.

Resolugao (a):
join - unjoin = id
= {lei (71), Igualdade extensional; lei (73), Def — id}
(Join - unjoin) k = k
={(2)}
join(unjoink) = k
= { definicdo de unjoin }
join(k -il,k -i2) =k
= { definicao de join }
[k - i1,k -i2] =k
= { universal —+}

k-il =k -1l
k -i2 =k -i2

= { propriedade reflexiva da igualdade }

true



(b):
unjoin - join = id
={(1D)}
unjoin(join (f, 9)) = (f, 9)
= { definicio de join }
unjoin [f, g] = (£, 9)
= { definicdo de unjoin }
([f.g] - L [f, 9] - i2) = (f.9)
= { cancelamento —+}
(f9) =09
= { propriedade reflexiva da igualmente }

true

[03] Aula CP/TP2 (26-Out)



F02-Q6
6. Recorra a lei Eq-+ (entre varias outras) para mostrar que a defini¢do que conhece da fungéo factorial,

fac0 =1
fac(n+1)=(n+1)*facn

é equivalente a equacdo seguinte
fac - [0, succ] = [1, mul - (succ, fac)].

onde succ n =n+ 1lemul (a,b) = axb.

Resolugao: estratégia mais simples € comecgar (sempre) pela igualdade sem variaveis e
chegar a outra com variaveis. NB: Vamos usar as abreviaturas para facilitar a edi¢cao: zero = 0

,one =1

fac - [zero, succ] = [one,mul - (succ, fac)]

= { fusdo —+ (20)} f-loh=1If gf- h
[fac - zero, fac - succ] = [one, mul - (succ, fac)]
7=k e {121

={Eq —+ (27)} g==F

fac - (const0) = const 1
fac - succ = mul - (succ, fac)

={(4)}

const(fac0) = const 1
fac - succ = mul - (succ, fac)

={regradaigualdade de fungdes constantes; (71) na 22 linha}

fac0 =1
(fac - succ)n = (mul - (succ, fac)) n

={(72)}

fac (succn) = mul ((succ, fac) n)

= {definicdo de succ dada; (76)}

fac(n + 1) =mul(n + 1, facn)



= {definicdo dada: mul(a,b) = a * b}

fac0 =1
{fac(n+1)=(n+1) * facn

F03-Q1

1. Considere o isomorfismo

coassocr
—

(A+B)+C o A+ (B+C)
v
coassocl

onde coassocr = [id+1i1, i - i2]. Calcule a sua conversa resolvendo em ordem a coassocl a equagio,
coassocl - coassocr = id
isto é

coassocl - [id + 41,9 - ia] = id
—

coassocr

etc. Finalmente, exprima coassocl sob a forma de um programa em Haskell ndo recorra ao combi-
nador “either”.

Resolucao:
coassocl - [id + i, iz] = id
= { lei (20), Fusao —+ }

[coassocl - (id + i1)’ coassocl . Ly iz] = id



={

universal —+ (17), parak:= id; f:= coassocl - (id + il); g:= coassocl. i iz}

id - il = coassocl - (id + i1)
id -i2 = coassocl AR
= {definicao f + g (21)}
id - i1l = coassocl - [il. id, i2. i1]

id - i2 = coassocl -i2 . i2

={ fusdao —+ (20) ; natural-id (1) trés vezes}

i1l = [coassocl - i1, coassocl. i2. i1]
i2 = coassocl -i_-1i
2 2
universal —+ (17)na 12 linha; parak:= il; f:= coassocl - il; g:= coassocl. i2. il}
il - i1 = coassocl - il
il - i2 = coassocl. i2. i1

i2 = coassocl -i2 . i2

={a = béamesmacoisaqueb = a}

coassocl - i1l = il - il
(coassocl -iz)- L= i1 - 12

(coassocl - iz) . i2 = i2

universal —+ (17) na 22 e 32 linha, para k:= coassocl. i2; f:=1il1 -i2; g:= iz}

coassocl - i1 = i1 - il

coassocl - L [i1 - i2,i2]

=5
) (7)

= {universal —+ (17), parak:= coassocl; f:= il -il; g:= [il -i2,i2] }

coassocl = [il - i1,[il - i2,i2]]



F03-Q2

2. O combinador

const :a—=>b—a
const a b =a

estd disponivel em Haskell para construir fungdes constantes, sendo habitual designarmos const &
por k, qualquer que seja k. Demonstre a igualdade

(bya) = (ba) (F1)

a partir da propriedade universal do produto e das propriedades das fungdes constantes que constam
do formulario.

Resolugao:

(b.a) = (b,a)
= {universal —x (6) parak:= (b,a); f:=b; g:= a}
S i

= {igualdade de fungdes constantes: a=b =a = b}
nl(b,a) = b
n2(b,a) = a

= { definicdo das projecoes (79) }

b =b
a =a

= { propriedade reflexiva da igualdade}



True

F03-Q5

5. No Célculo de Programas, as defini¢des condicionais do tipo h z = if p z then f z else g z sdo
escritas usando o combinador terndrio p — f , g conhecido pelo nome de condicional de McCarthy,
cuja definicdo

vem no formuldrio. Baseando-se em leis deste combinador que constam também do formulério,
demostre a chamada 2%-lei do condicional de McCarthy:

(p—=f,9)-h = (p-h)>(fh)(g-h)

Resolug3o:
—f9 - h

= { lei (30): Def condicional de Mcarthy } p-f.g=1Ifgl" p?
[f.g9] - p?- h

={lei (29)}
[f,9]1 - (h+h) - (- h)?

= { lei de absor¢io —+ (22)} p?-f=U+1) @ f)?
[f -hg-hl - -h)?

= { preencher} [g.h] - @G+ )) =19 iLh-]]
CEROEACRNONCREND)



F03-Q6

6. Sabendo que as igualdades

pok,k =k (F4)
(p?+p?) - p? = (i1 +12) - p? (F5)

se verificam, demonstre as seguintes propriedades do mesmo combinador:

((P—Pf,h);(P—?Q,i)) =p—}{f,g),(h,i) (Fe6)
(f,(p—=g,h)) =p—=(f9,(fh) (F7)
p—=(p—=a,b),(p—2c,d) =p—a,d (F8)

Resolugao da lei (F6):

(- f 1), ®~-gD)

= { definigao (30) x 2 } p—-fg=1f4gl" p?
(If-h] - p2. 19,1 - p?)

={ fusdo —x (9) } (gh-f=Cg-fh-f)
([f, hl. Lg, i) - p?

={leidatroca (28)} [{f, 9), (h. k)] = ([f, hl, [g, k])
[(f, ), (h, D)] - p?

={ definigio de condicional (30) } p-f.g=Ifgl- p?

p = (f,9) (h i)

Resolucédo da lei (F7) facilitada se igualarmos [ = p = f, f

[03] Aula CP/TP2 (26-Out)



F02-Q4

4. Seja dada a fungdo coswap = [iz,%;]. Faca um diagrama que explique o tipo de coswap e mostre,
usando o célculo de programas, que coswap - coswap = id.

coswap - coswap

= { Def — coswap} coswap = [iz, il]

= { lei (20), Fusao —+ } flghl=1If gf:h]

[i,0)]
= { lei (19), Reflexdao —+ } [i1’ iz] = idA+B

id



A B

11 19

Nota: As setas diagonais que se cruzam podem parecer confusas, mas representam bem a ideia de
estar um troca presente no coswap.




F02-Q6
6. Recorra a lei Eq-+ (entre varias outras) para mostrar que a defini¢do que conhece da funcgio factorial,

fac0 =1
fac(n+1)=(n+1)*facn

é equivalente a equacdo seguinte
fac - [0, succ] = [1, mul - (succ, fac)].

onde succ n =n+ 1lemul (a,b) = axb.

Resolugao: estratégia mais simples € comegar (sempre) pela igualdade sem variaveis e
chegar a outra com variaveis. NB: Vamos usar as abreviaturas para facilitar a edigéo: zero = 0

,one =1

fac - [zero, succ] = [one,mul - (succ, fac)]

= { lei (20), Fusio —+}
f-lghl=1[f gf A

[fac - zero, fac - succ] = [one, mul - (succ, fac)]
={lei (27), Eq —+ :

Fogl=1h k] < { J;zz\

f:= fac - zero, g:= fac - succ, h:= one, k: = mul - (succ, fac)}
fac - zero = one
fac - succ = mul - (succ, fac)
={lei (71), Igualdade extensional X 2}
f=ge(vx: fx=gx)

(fac - zero) x = one x
(fac - succ) x = (mul - (succ, fac)) x

= {lei (72), Def — comp x 3} F-9x=fgx)

{fac (zero x) = onex

fac (succ x) = mul ({(succ, fac) x)

= { lei (76), Def — split} (fLgyx=(fx9x

fac (zero x) = onex
fac (succ x) = mul (succ x, fac x)



={ Def — one, Def — succ, Def — mul, Def — zero}

fac0 =1
fac(x + 1) =(x+ 1) * facx

F03-Q1

1. Considere o isomorfismo

coassocr
— T

(A+B)+C = A+ (B+C)
v
coassocl

onde coassocr = [id+1i1, i i2]. Calcule a sua conversa resolvendo em ordem a coassocl a equagio,
coassocl - coassocr = id
isto é

coassodl - [id + iy, 1y + i3] = id
—

coassocr

etc. Finalmente, exprima coassocl sob a forma de um programa em Haskell ndo recorra ao combi-
nador “either”.

Resolucao:

coassocl - [id + Lol 12] =id

= { lei (20), Fusdo —+ } f-lghl=1f-9f:h
[coassocl - (id + il), coassocl - (i2 . iz)] =id
k-ip=f
k=I[f, :
= {lei (17), Universal —+ : fool { k-iz=g

k = id, f = coassocl - (id + il), g = coassocl - (iz : iz)}

{id . i1 = coassocl - (id + il)



id - i2 = coassocl - (iz . iz)
={lei (1), Natural — id x 2} frid=id-f=f

1

{i = coassocl - (id + 1)
L

coassocl - (12 . 12)

= {lei (21), Def —+} f+rg=10-f1i 4l

1

{l coassocl - [i, - id,i - i]
[
2

coassocl - i_-1i
2 2

= {lei (20), Fusdo —+; lei (1), Natural — id }

f-1H9l=1f-9f Al frid=id-f=f

[coassocl - L, coassocl - (i2 . i1)]

~/\.\

~ e~
[

1

5 coassocl - L+

={lei (17), Universal —+:k = i1’f = coassocl - i,9= coassocl - (i2 . i1) }

SR R

D= PN D= Lo (i
{11 . coassocl L i, -1, = coassoc (12 1)

[, = coassocl - i

Daqui podemos concluir que coassocl = [i1 N R

coassocl. il = il - il
coassocl -i2 -il1 = i1 -i2
coassocl - i2 -i2 = i2
coassocl. il = i1 - il
coassocl - i2 = [il - i2, i2]

coassocl = [il - i1, i2 + id]

F03-Q2



2. O combinador

const :a—b—a
consta b=a

estd disponivel em Haskell para construir fungdes constantes, sendo habitual designarmos const &
por k, qualquer que seja k. Demonstre a igualdade

(b,a) = (ba) (F1)

a partir da propriedade universal do produto e das propriedades das fungGes constantes que constam
do formulario.

Resolucao:

(b,a) = (b, a)

= {lei (6), Universal —x : k = (b,a), f =b, g = a}

{nl-(b,a)zg
m, - (ba) = a

2

= {lei (4), Fusdao — const} f-k=fk
{1‘[1 (b,a) =b
T, (ba) =a
={lei (79), Def — proj} ™ (xx,y) =x A T, (,y) =y

IS
Il
I I

{

= { propriedade reflexiva da igualdade }

True




F03-Q5

5. No Cilculo de Programas, as defini¢des condicionais do tipo h z = if p z then f z else g z sdo
escritas usando o combinador terndrio p — f , g conhecido pelo nome de condicional de McCarthy,
cuja defini¢cdo

vem no formulédrio. Baseando-se em leis deste combinador que constam também do formulério,
demostre a chamada 2%-lei do condicional de McCarthy:

p—=f,9)-h = (p-h)—=(f-h)(g-h)

Resolugio:
®-f9 h

= { lei (30): Def condicional de Mcarthy } p-f.g=1Ifgl p?
preencher

= { preencher} -9 -h=f-@-h
preencher)

= { preencher} p?-f=0+H- W@
preencher

= { preencher} fF-9)-h=f-@-h [ghl-G+)=1[g- Lh-]]
preencher

= { preencher} p-f.g=1If4] p?

- -mM->0-h@-h

F03-Q6



6. Sabendo que as igualdades

pok,k =k (F4)
(p?+p7?) - p? = (i1 +12) - p? (F5)

se verificam, demonstre as seguintes propriedades do mesmo combinador:

(p—=f,h),(p—=g,9)) =p—=>{9, (hi (F6)
(filp—>g,h) =p—=>(f9), (k) (F7)
p—=(p—a,b),(p—2c,d) =p—ra,d (F8)

Resolugédo da lei (F6):

(p—=fh),@—91D)
= { preencher } r—=>f.9=1fg]  p?

preencher

= { preencher } gh - -f=<g- - fh-f

preencher

= { preencher} [{f, g), (h, )] = ([f, hl, [g, k)

preencher
={ lpreencher} p-f.9=1f 9] p?

p = (f,9) (hQ)

Resolugao da lei (F7) facilitada se igualarmos f = p = f, f



[02] Aula CP/TP2 (19-Out)

F01-Q3

(m2,m1) , {m2,m1) ,
3. Preencha da forma mais genérica possivel os “?” do diagrama "~~~ -’
id

Primeiro split

T[Z:AXB—>B
nl:CxD—>C

O split vai forcar que A X Bsejaiguala C X D, querdizerA = CeB = D

TtZ:AXB—>Be1r1:A>< B—-A.

Agora fazemos o split:
<T[2,T[1> tAXB—-> B x A

Segundo split

<112,111> :CXD->D X C
Composicao: a saida o 12 split B X A tem de ser igual a entrada do 29 split. Logo
B XA = C XDouseja,B=C NA=D

<n2,n1>:A><B—>B><A
<T[2,T[1>:B><A—>A><B

Em suma: < T[Z,T[1> - < T[Z,T[1> t:AXB->AXB



F01-Q4

4. Considere as fungdes seguintes:

f= <7T1 sy, T de)
g = (id X w1, w9 - M2)

Identifique os tipos de f e g. Acompanhe a sua resolugédo com a construgdo dos respectivos diagra-
mas.
12 parte:
T AXB-A
L% CxD-C
para as duas func¢des comporem: A = C X D
ﬂl:(C X D)X B—->C XD
L% CxXxD-C
Logonl-ﬂl:(C X D)X B-C
T EXF->F
id:G- G

nzxid:(ExF)xG—>F><G

nzxid:(CxD)xB—>D X B

Finalmente

f = <T[1'T[1,T[2Xid>:(CXD)XB—>CX (D X B)

22 parte:



‘ITZ:EXF—)F
id:K - K

Continuar

32 parte: split for¢a igualdade

Continuar

F02-Q1

1. Recorde as propriedades universais dos combinadores {f, g) e [f, g/,

k=t = {7k
e-ira = {5t

das quais, como sabe, podem ser derivadas todas as outras que aparecem no respectivo grupo, no
formulério.

(a) Use a segunda para demonstrar a lei [i1, i2] = id conhecida por Reflexdo-+.

(b) Use a primeira para demonstrar a lei

que também consta desse formulério sob a designac@o fusdo- x.

Resolugao (a):

[ipi,] = id

={leiuniversal —+, parak:= id, f:= i1, g:= i2}

id -i1 = i1
id -i2 = i2



= { id é elemento neutro da composicao } frid=id-f=f

{il = il

i2 = i2

= { propriedade reflexiva da igualdade X 2}
True

Resolugao (b):
(hky-f=<(h-fk-f)

= {universal —x }

(ml.<hk>-f=h-f
(m2.<hk>-f=k-f

= { cancelamento X }
h-f=h-f
k-f =k-f

= { propriedade reflexiva da igualdade X 2}
True
True

= { preencher }

True




F02-Q2

2. Uma fungéo diz-se constante sempre que o seu resultado € o mesmo, qualquer que seja o argumento.
Por isso se designa uma tal funcdo sublinhando o valor do seu resultado: se este for &, por exemplo,
ter-se-a a fungdo k : A — K, para k um valor de K, que satisfaz sempre a propriedade

k-f =k

qualquer que seja k e f.!

Mostre que [k, k| = k aplicando a segunda lei universal dada acima.

Resolugao:

[k, k] =k

= {lei (17), Universal —+, k: = k; f:

I
Ky
<
I
| =
=

_ ko=
R

={lei (3), Natural — const}

{E:E
k=k

=

\h
I

=

= { em matematica, Ya:: a = a; aigualdade é umarelagido reflexiva}
True

Tipos:
constk: A - K

constk: B> K

constk: A+ B-> K



[01] Aula CP/TP2 (12-Out)

F01-Q1

1. A composig¢do de fungdes define-se, em Haskell, tal como na matematica:

(f-9)z=F(g92)
(a) Calcule (f - g) z para os casos seguintes:
{f:rz?*:c {fzsucc {fzsucc {g(:c,y):w+y
gr=z+1 gr=2x%z g = length f = succ - (2%)
Anime as composicdes funcionais acima num interpretador de Haskell.
(b) Mostre que (f - g) - h=f - (g - h), quaisquer que sejam f, g e h.
(c) Afungdoid:: a — aétal queid x = x. Mostre que f - id = id - f = f qualquer que seja f.

(a-1)
f-9x
= { definicio ao lado } f-gx=f(gx
f(gx)
={gx=x+1}
fix + 1)
={fx=2*x}
2 * (x + 1)

= { preencher }

2x + 2



(a-2)

f-9x
= { definigdo ao lado } f-g9x=f(gx)
flg(x))
={gx=2%}
f@2*x)
= {fx=succ x}
succ(2 * x)
= {succx=x+1}

2x + 1

(a-3)

f-9x
= { definigdo ao lado } f-@x=f(gx
fg(x))
={gx=length x}
f(length x)
={fx=succx }
succ(length x)
= {succx=x+1}

(lengthx) + 1



(a-4)
f -9 xy)
= { definicio ao lado } - -9x=f(gx)
flg(x, )
={g(xy)=x+y}
fix +y)
= {fx=succ -(2*) }
(succ - (2 ") + )
= { definigdo ao lado }
succ((2 *)(x + )
= {succ x = x+1}
2ZHx+y) +1
= { Propriedade distributiva }

2x + 2y + 1

(b) Mostre que (f - g) - h=f - (g - h), quaisquer que sejam f, g e h.

(b)
-9 h=f- (@G- Nn

= { igualdade extensional } f=go (Vx: fx=gx)
(9 mWx=((- @ Mx

= { definicio de composicio x 2 } F-9x=f(gx
f -9 thx) = fg -Mx)

= { definigdo de composicio x 2 } 0 -Px=fgx)

flgthx) = f(ghx)



= { propriedade reflexiva da igualdade, Va :: a = a - “uma coisa é sempre igual a si propria” }

True

(c)

={Lei71x3 }
(f ~idx = (id-flx =fx
= {(Lei72)}
flidx) = id(fx) = fx
= {(Lei 73)}
fx=fx=fx
={}
f=rf=f

= { propriedade reflexiva da igualdade}

true




F01-Q2
2. O diagrama de blocos

z €A ! — (fz)eC

y€EB— 9 —— (gy) € D

descreve o combinador funcional produto
fxg=(f-m,g m) (F1)

a) Mostre que (f x @) (x,y) = (fx g¥)

f X 9 (xy)
={f xg=(f -m,g- m)ie (F1)acima }

(f -m,g9- -m) Xy
= { definicdo de split de fungdes }

((f m)@xy), (@ ) (xy)
= { definigdo de composicdo x 2 }

(f (m, (%)), g(m, (x,¥)))

= { definicdo das projecdes }

fx,9Y)



b) Mostrequem - (f X g) = f -,
m - (f % g)
= { Def-x(10)}
w{f -m, g )
= { Cancelamento-x (7)}

fm

Mostre que T, fxg) =g g (TPC)

w - (f X 9)
={ Def-x(10)}

w{f M, g m)
={ Cancelamento-x (7)}

g -m,

Mostre que id X id = id

id X id
={ Def-x(10)}

(id “T, id -nz)
= { Natural -id (1) }

m,, )

={ Reflexdo - x (8) }

id

US|
C<«<———CxD

A <— AxB
m

]
CxD—>»D

fxg g

AxB —>» B
T

Uy Uy,
AN €< AxXxB —>» B
id idpxp id

A<€<— AxB —>» B
m m



Mostre que (f X g) - (h x k) = (f - h) x (g - k)
fxg) - (hxk)= (- -hx(g-k

= { preencher}
((Fxg) - (hxk)xy) = ((f - h)x(@- )Xy

= { esquerda: composico de funcdes ; direita: defini¢io de produto }
X PUhx k) xy) = (f -Wxlg- k)

= { esquerda: defini¢io de produto; direita: composico de funcdes x 2 }
(f X @)hx, ky) = (f(hx),g(ky))

= { esquerda: defini¢io de produto }
(f(hx), gtky)) = (f(hx), g(ky))

= { propriedade reflexiva da igualdade }

True



F01-Q3

(m2,m1)  (m2,m1)
3. Preencha da forma mais genérica possivel os “?” do diagrama "~~~ =~
id

?

Primeiro split

TtZ:AXB—>B
nl:CXD—>C

Fazer split destas funcdes, (T[Z, T[l), origina a unificagdo A X B = C X D.ieA=C NB =D

nZ:AxB—>B
Trl:AXB—>A

(nz,nl):AxB%BxA+

Segundo split

(nz,nl):CXD—>D><C

Logo teremos:

(nz,nl):AxBﬁBxA
(TIZ,TI1>:CXD—>DXC

O tipo de entrada da funcdo consumidora tem que ser igual ao tipo de saida da funcao
produtora.

BXA=CXDistoéB=CANA=D

(TIZ,Trl):AXB—)BXA
(T[Z,Ttl):BXA—)AXB

E finalmente:

(ro, ) (rty, ;)
AxB €<———— BxA €«<——— AxB

A -

id




(112, 111) . (1‘[2, nl):A XB—->AXB

F01-Q4

4. Considere as fun¢des seguintes:

f= <7T1 + M, Mo XZd)
g = (id x w1, w0 - T2)

Identifique os tipos de f e g. Acompanhe a sua resolugdo com a construgéo dos respectivos diagra-
mas.

12 parte:

ﬂl:AxB—>A
nl:CXD—>C

Unificagcao implicada pela composig¢do: C = A X B
nl:A X B—-A
nl:(AxB) XD—->AXB
Agora as duas fungdes ja compdem: qual vai ser o tipo da composi¢cao?
ﬂl-nl:(A X B)yxD-A
22 parte:

T[Z:EXF—>F
id:K »> K

nzxid:(ExF)XK—>F><K
32 parte: split forga igualdade (A X B) X D = (E X F) X Kistoé D = KeA=EeB =F

Ttl-nl:(AxB)xD—>A
nzxid:(AxB)xD—>B><D



(m T, X id):(AX B) xD—-AX (B XxD)

1
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5. Sabe-se que uma dada fungio g satisfaz a propriedade:
(id x mw3) - (id X m9,id X 1) - g = id (F6)

Sem calcular ou conjecturar a sua defini¢cfio, determine o tipo mais geral de g completando o dia-
grama:

Ax (CxB)<2—...

{idXﬂz,idX‘ﬂ'l)] l‘id

TPC
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6. Apresente definicdes em Haskell das seguintes fungdes que estudou em PF:

uncurry :: (@ — b — ¢) = (a,b) = ¢ (que emparelha os argumentos de uma funcéo)
curry :: ((a,b) = ¢) =+ a = b — ¢ (que faz o efeito inverso da anterior)
flip::(a—b—¢) = b—a— c (quetrocaaordem dos argumentos de uma funcfo)

uncurry :: (a -) b -) ¢) -) (a, b) -) c

uncurry f (a,b) = f a b

curry :: ((a, b) -)c) -)a -)b -) c
curry g a b = g(a,b)

flip :: (a ->b -)c) -) b -)a -) c
flip f ba=f ab







