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Cálculo de Programas (2021/22)

(Turnos TP2/TP5)
Fichas de apoio às aulas TP

(Aulas mais recentes primeiro)

Aula T [dúvidas] (13-Jan)

F11-Q5

Para evitar confusões com o functor que descreve o padrão de recursividade dos𝐹
catamorfismos etc, vamos renomear acima para , isto é𝐹 𝐺

𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 +  𝐺 𝑌

Para mostrar que T é monad, há que provar (61,62). Comecemos por (62):

● µ ·  𝑢 =  𝑖𝑑



● µ ·  𝑇 𝑢 =  𝑖𝑑

(62a) —-------------------------------

 µ · 𝑢 =  𝑖𝑑

{ }≡ µ é 𝑢𝑚 𝑐𝑎𝑡𝑎

  ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ · 𝑖𝑛 · 𝑖
1
  =  𝑖𝑑

{ cancelamento-cata }≡

   [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · (𝑖𝑑 +  𝐺 µ) · 𝑖
1
  =  𝑖𝑑

{ }≡  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +   

   [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2 ·  𝐺 µ ] · 𝑖
1
  =  𝑖𝑑

{ cancelamento-cata}≡

𝑖𝑑  =  𝑖𝑑

(62b) —---------------------------

 µ · 𝑇 𝑢 =  𝑖𝑑

{ }≡ µ é 𝑢𝑚 𝑐𝑎𝑡𝑎

  ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ · 𝑇 𝑢  =  𝑖𝑑

{ absorção-cata para }≡ 𝐵(𝑓, 𝑔) =  𝑓 +  𝐺 𝑔

 ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · (𝑢 + 𝐺 𝑖𝑑) ⦈   =  𝑖𝑑

{ }≡  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +;  𝐺 𝑖𝑑 =  𝑖𝑑  

  ⦇  [ 𝑢,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ =  𝑖𝑑

{ definição de u}≡

⦇  [ 𝑖𝑛 · 𝑖
:1

,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ =  𝑖𝑑 



{ fusão + }≡

⦇  𝑖𝑛 · [ 𝑖
1
,  𝑖

2  
] ⦈ =  𝑖𝑑  

{ reflexão +}≡

⦇  𝑖𝑛 ⦈ =  𝑖𝑑  

{ reflexão - cata }≡

𝑡𝑟𝑢𝑒 

(61) —---- TPC -----------------------

 µ · µ =  µ · 𝑇 µ

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

   µ · ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ =  ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ · 𝑇 µ

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

     µ · ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] ⦈ =  ⦇  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · 𝐵(µ, 𝑖𝑑) ⦈ 

{ }⇐ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

    µ ·  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2]  =   [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · 𝐵(µ, 𝑖𝑑) · 𝐵(𝑖𝑑, µ)

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

  µ ·  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2]  =   [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · (µ +  𝐺 µ)

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

   µ ·  𝑖𝑛 · 𝑖2  =    𝑖𝑛 · 𝑖2 · 𝐺 µ

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

  [ 𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖2] · (𝑖𝑑 +  𝐺 µ) · 𝑖2 =  𝑖𝑛 · 𝑖2 · 𝐺 µ 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

  𝑡𝑟𝑢𝑒



F01-Q7

Função dada: 𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) =  (𝑎 ∧ 𝑏) ⊕ 𝑐

Estratégia: arranjar forma de ambos os membros ficarem da forma , por exemplo𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐)

𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) =  .... α ...  ((𝑎, 𝑏), 𝑐)

=𝑎 ∧ 𝑏 (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧)) (𝑎, 𝑏)
=𝑎 ⊕ 𝑏 (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕)) (𝑎, 𝑏)

Então:

𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) =  (𝑎 ∧ 𝑏) ⊕ 𝑐

{ = }⇔ 𝑎 ∧ 𝑏 (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧)) (𝑎, 𝑏)

𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) = (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧)) (𝑎, 𝑏) ⊕ 𝑐

{ }⇔ 𝑑 ⊕ 𝑐 = (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕)) (𝑑, 𝑐)

𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) = 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕) (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧) (𝑎, 𝑏) ,  𝑖𝑑 𝑐)

{ , lei (77) do formulário }⇔ (𝑓 × 𝑔) (𝑥, 𝑦) =  (𝑓 𝑥,  𝑔 𝑦)



𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) = 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕) ((𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧) × 𝑖𝑑) ((𝑎, 𝑏), 𝑐))

{ Lei (72) }⇔

𝑓 ((𝑎, 𝑏), 𝑐) = (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕) · (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧) × 𝑖𝑑)) ((𝑎, 𝑏), 𝑐)

{ Lei (71) }⇔

𝑓 = 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (⊕) · (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 (∧) × 𝑖𝑑)

[12] (última) Aula CP/TP5 (11-Jan)

F12-Q1

Resolução:



 µ · 𝑖𝑛 =  [𝑖𝑑,  𝑖𝑛 · 𝑖
 2 

] · (𝑖𝑑 +  !)  

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛

 µ · [𝐽𝑢𝑠𝑡,  𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔] =  [𝑖𝑑,  𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔] · (𝑖𝑑 +  !) 

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 + à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +  à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎 ;  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

  [µ ·  𝐽𝑢𝑠𝑡,  µ · 𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔] =  [𝑖𝑑,  𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔]  

{ }≡ 𝐸𝑞 +

 µ ·  𝐽𝑢𝑠𝑡 =  𝑖𝑑
 µ · 𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔 =  𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔 

{ }≡ (71, 72)

 µ ( 𝐽𝑢𝑠𝑡 𝑎) =  𝑎
 µ 𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔 =  𝑁𝑜𝑡ℎ𝑖𝑛𝑔 

F12-Q2



Resolução:

(a) π
1

=  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

{ }≡ (1) (35)
{ }≡ (2) (71)
{ }≡ (3) (77, 79, 1)
{ }≡ (4) (82)
{ }≡ (5) 𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎çã𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑎 é 𝑢𝑚𝑎 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑎 𝑎

(b) π
2

=  𝑖𝑑

{ }≡ (1) (35)
{ (72,79) }≡ (2)
{ }≡ (3) (77, 1, 3)
{ }≡ (4) (82)



F12-Q3

Resolução:

(F4)

 µ = (>>=  𝑖𝑑)  

{ }≡ (71)

 µ 𝑥 = (>>=  𝑖𝑑) 𝑥  

{ (>>=) }≡ 𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑐çã𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑖𝑒𝑑

 µ 𝑥 = 𝑥 >>=  𝑖𝑑   

{ }≡ (86)

 µ 𝑥 = (µ ·  𝑇 𝑖𝑑) 𝑥 

{ }≡ (44),  (1)

 µ 𝑥 = µ  𝑥 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 

 𝑡𝑟𝑢𝑒 

(F5)

 𝑔 • 𝑓 = (>>=  𝑔) · 𝑓  

{ }≡ (71)



 (𝑔 • 𝑓) 𝑥 = ((>>=  𝑔) · 𝑓) 𝑥 

{ }≡ (72),  (65)

  (µ ·  𝑇 𝑔 ·  𝑓) 𝑥 = (>>=  𝑔) (𝑓 𝑥) 

{ }≡ 𝑠𝑒𝑐çã𝑜 (>>=  𝑔)

 (µ ·  𝑇 𝑔 ·  𝑓) 𝑥 = (𝑓 𝑥) >>=  𝑔 

{ }≡ (86)

 (µ ·  𝑇 𝑔 ·  𝑓) 𝑥 = (µ · 𝑇 𝑔)(𝑓 𝑥) 

{ }≡ (72)

 (µ ·  𝑇 𝑔 ·  𝑓) 𝑥 = (µ · 𝑇 𝑔 · 𝑓) 𝑥 

(F6)

 𝑥 >>=  (𝑓 • 𝑔) = (𝑥 >>=  𝑔) >>=  𝑓  

{ }≡ (86) ×  2

 (µ · 𝑇(𝑓 • 𝑔)) 𝑥 = (µ · 𝑇 𝑓)(𝑥 >>=  𝑔)  

{ }≡ (86) à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

 (µ · 𝑇(𝑓 • 𝑔)) 𝑥 = (µ · 𝑇 𝑓)((µ · 𝑇 𝑔) 𝑥)

{ ; (71) em sentido inverso do habitual }≡ (72) à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

 µ · 𝑇(𝑓 • 𝑔) = µ · 𝑇 𝑓 · µ · 𝑇 𝑔 

{ }≡ (65)

 µ · 𝑇(µ ·  𝑇 𝑓 · 𝑔) = µ · 𝑇 𝑓 · µ · 𝑇 𝑔  

{ }≡ (43)

 µ · 𝑇 µ ·  𝑇(𝑇 𝑓) · 𝑇 𝑔 = µ · 𝑇 𝑓 · µ · 𝑇 𝑔 

{ }≡ (64)

 µ · 𝑇 µ ·  𝑇(𝑇 𝑓) · 𝑇 𝑔 = µ · µ · 𝑇(𝑇 𝑓) · 𝑇 𝑔  

{ }≡ (61)



 µ ·  µ ·  𝑇(𝑇 𝑓) · 𝑇 𝑔 = µ · µ · 𝑇(𝑇 𝑓) · 𝑇 𝑔 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

 𝑡𝑟𝑢𝑒 

F12-Q4

Resolução: preparação

 (𝑇 𝑓) 𝑥 =  ((𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑓) •  𝑖𝑑) 𝑥 

{ }≡ (𝐹8)

 (𝑇 𝑓) 𝑥 =  𝑑𝑜 { 𝑏 ← 𝑥;  (𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑓) 𝑏 } 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

(**) (𝑇 𝑓) 𝑥 =  𝑑𝑜 { 𝑏 ← 𝑥;  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛(𝑓 𝑏) } 

NB: Em listas, do { b <- x; return(f b) }  coincide com [ f b | b <- x ]



x θ 𝑏 𝑥 =  𝑇 ⟨𝑏 ,  𝑖𝑑⟩ 

{ }≡ (**)

  θ 𝑏 𝑥 =  𝑑𝑜 { 𝑎 <−  𝑥;  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛( ⟨𝑏 ,  𝑖𝑑⟩ 𝑎) } 

{ }≡ (76)

 θ 𝑏 𝑥 =  𝑑𝑜 { 𝑎 <−  𝑥;  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛((𝑏 𝑎 ,  𝑎)) }  

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

  θ 𝑏 𝑥 =  𝑑𝑜 { 𝑎 <−  𝑥;  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛(𝑏,  𝑎) }  

F12-Q5

Resolução:

 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 =  ⦇ [𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛, 𝑖𝑑] .  (𝑛𝑖𝑙 +  𝑐𝑜𝑛𝑠')⦈

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟



 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 =  ⦇ [𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠']⦈ 

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎

 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 ·  𝑖𝑛 =  [𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠'] · (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒) 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

 [ 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 ·  𝑛𝑖𝑙,  𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 · 𝑐𝑜𝑛𝑠 ] =  [𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠' · (𝑖𝑑 × 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒)]  

{ }≡ 𝐸𝑞 −+

 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 ·  𝑛𝑖𝑙 =  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 · 𝑛𝑖𝑙  
 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 · 𝑐𝑜𝑛𝑠  =  𝑐𝑜𝑛𝑠' · (𝑖𝑑 × 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒) 

{ }≡ (71, 72)

 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 [] =  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 [] 
 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 (𝑐𝑜𝑛𝑠(ℎ, 𝑡))  =  𝑐𝑜𝑛𝑠' (ℎ,  𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑡) 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 [] =  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛 [] 
 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 (ℎ: 𝑡)  =  𝑑𝑜 { 𝑎 <−  ℎ ;  𝑏 <− 𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑡;  𝑟𝑒𝑡𝑢𝑟𝑛(𝑎: 𝑏) }

[11] Aula CP/TP5 (4-Jan)

F08-Q1



Resolução:

 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑖𝑑  

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (47) à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎;  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 = ⦇ 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) ⦈ 

 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · ⦇ 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) ⦈ =  ⦇ 𝑖𝑛 ⦈  

{ }⇐ 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎

 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) =  𝑖𝑛 · 𝐹 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟   

{ }≡ 𝐹 𝑓 =  𝐵(𝑖𝑑, 𝑓) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝐵(𝑔, 𝑓) = 𝑔 +  𝑓 × 𝑓 

 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2)  

{ ; Cancelamento-cata - 46}≡ 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 = ⦇ 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) ⦈ 

  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2) · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2)    



{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 +

  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝 ·  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2 · 𝑠𝑤𝑎𝑝) =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2)   

{ }≡ 𝑔𝑟á𝑡𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑠𝑤𝑎𝑝: 𝑠𝑤𝑎𝑝 · (𝑓 × 𝑔) =  (𝑔 × 𝑓) · 𝑠𝑤𝑎𝑝 

 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝 · 𝑠𝑤𝑎𝑝 ·  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2) =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2)  

{ }≡ 𝑠𝑤𝑎𝑝 ·  𝑠𝑤𝑎𝑝 =  𝑖𝑑

 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2) =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟2)    

{ }≡ 𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

F08-Q5

𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 ×  𝑌,  𝐵(𝑓, 𝑔) =  𝑓  ×  𝑔 

 𝐵(𝑖𝑑, 𝑖𝑑) =  𝑖𝑑  

{ }≡ 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 ×  𝑌

 𝑖𝑑 × 𝑖𝑑 =  𝑖𝑑   

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝑖𝑑 −× (15)

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

2ª lei:

 𝐵(𝑓 · 𝑔,  ℎ · 𝑘) =  𝐵(𝑓, ℎ) · 𝐵(𝑔, 𝑘)  



{ }≡ 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 ×  𝑌 

  (𝑓 · 𝑔) ×  (ℎ · 𝑘) = ( 𝑓 × ℎ) · (𝑔 × 𝑘)    

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −× (14)

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

2º caso: 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 +  𝑌 ×  𝑌

{ }≡ 𝐵(𝑖𝑑, 𝑖𝑑) = 𝑖𝑑

 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑖𝑑 =  𝑖𝑑  

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝑖𝑑 −× (15)

  𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 =  𝑖𝑑    

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝑖𝑑 −+ (26)

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

2º caso: 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 +  𝑌 ×  𝑌,  𝑖𝑠𝑡𝑜 é,  𝐵 é 𝑜 𝑏𝑖𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑎𝑠 𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠

𝐵(𝑓 · 𝑔,  ℎ · 𝑘) =  𝐵(𝑓, ℎ) · 𝐵(𝑔, 𝑘)  

{ }≡ 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 +  𝑌 ×  𝑌

  (𝑓 · 𝑔) +  (( ℎ · 𝑘) × (ℎ · 𝑘)) =  (𝑓 +  (ℎ × ℎ)) · (𝑔 + (𝑘 × 𝑘))  

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −×

 (𝑓 · 𝑔) +  (( ℎ × ℎ) · (𝑘 × 𝑘)) =  (𝑓 +  (ℎ × ℎ)) · (𝑔 + (𝑘 × 𝑘))  

{ Functor-+ à direita}≡

  (𝑓 · 𝑔) +  (( ℎ × ℎ) · (𝑘 × 𝑘)) =   (𝑓 · 𝑔) +  (( ℎ × ℎ) · (𝑘 × 𝑘))   

{ trivial }≡

 𝑡𝑟𝑢𝑒  



F10-Q7(b)

Sabemos que = . Então:𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 𝑓 = 〚∇,  𝑓 〛 ⦇ ∇ ⦈ · 〖 𝑓 〗

  (𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 𝑔) · 𝑓 =  𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 ℎ

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟

⦇ ∇⦈ · 〖 𝑔〗 · 𝑓 =   ⦇ ∇ ⦈ · 〖 ℎ 〗

{ }⇐ 𝐿𝑒𝑖𝑏𝑛𝑖𝑧 (5)

〖𝑔〗 ·  𝑓 = 〖ℎ〗

{ (57) }⇐ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑎𝑛𝑎

𝑔 ·  𝑓 = 𝐹 𝑓 · ℎ

{ }≡ 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 +  𝑌;  𝐹 𝑓 =  𝐵(𝑖𝑑, 𝑓)

𝑔 ·  𝑓 = (𝑖𝑑 +  𝑓) · ℎ

F11-Q1



Resolução:

 𝑘 =  ⦇ 𝑖𝑛
2
 · α  ⦈ 

{ }≡ 𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (45)

 𝑘 ·  𝑖𝑛
 1 

=  𝑖𝑛
2
 · α  · 𝐹 𝑘 

{ }≡ (33);  (34);

  𝑜𝑢𝑡
 2 

·  𝑘 =   α  · 𝐹 𝑘   ·  𝑜𝑢𝑡
 1

  

{ ; }≡  α · 𝐹 𝑓 =  𝐺 𝑓 · α

   𝑜𝑢𝑡
 2 

·  𝑘 =   𝐺 𝑘  · α ·  𝑜𝑢𝑡
 1

  

{ }≡ 𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑎𝑛𝑎 (54)



𝑘 =  〖 α · 𝑜𝑢𝑡
 1

 〗  

Caso particular :𝑘 =  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ

𝑇1 =  𝐴 *
𝑇2 =  𝑁

0
𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑓
𝐺 𝑓 =  𝑖𝑑 +  𝑓
α =  ?

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ :  𝐴 *  → 𝑁𝑜,  𝑙𝑜𝑔𝑜 𝑇1 =  𝐴 *  𝑒 𝑇2 = 𝑁𝑜 

𝑖𝑛
1
 =  [𝑛𝑖𝑙,  𝑐𝑜𝑛𝑠]

𝑖𝑛
2
 =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐] 

α:  (1 +  𝐴 ×  𝐵) →  (1 +  𝐵)
α =  𝑖𝑑 +  π2

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐] · (𝑖𝑑 +  π2 )  ⦈ = ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐 · π
2
]  ⦈ 

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ = 〖 (𝑖𝑑 +  π
2
) · 𝑜𝑢𝑡

 1
 〗



F11-Q3

(F3)

  µ =  𝑖𝑑 • 𝑖𝑑

{ Composição monádica - 65}≡

  µ = µ ·  𝑇 𝑖𝑑 · 𝑖𝑑 

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝑖𝑑 − 𝐹(44);  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 (1)

 µ = µ 

{ }≡ 𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙

𝑡𝑟𝑢𝑒

(F5)

 (𝑓 · 𝑔) • ℎ =  𝑓 • (𝑇 𝑔 · ℎ) 

{ }≡ (65) 𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

 µ · 𝑇(𝑓 · 𝑔) · ℎ = µ ·  𝑇 𝑓 · 𝑇 𝑔 · ℎ 

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝐹 (43)



 µ · 𝑇 𝑓 · 𝑇 𝑔 · ℎ = µ ·  𝑇 𝑓 · 𝑇 𝑔 · ℎ

{ }≡ 𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙

𝑡𝑟𝑢𝑒

(F6)

 𝑇 𝑓 =  (𝑢 · 𝑓) • 𝑖𝑑 

{ }≡ (65)

 𝑇 𝑓 = µ ·  𝑇 (𝑢 · 𝑓) 

{ }≡ (43)

𝑇 𝑓 = µ ·  𝑇 𝑢 · 𝑇 𝑓 

{ Unidade - (62) }≡

𝑇 𝑓 = 𝑖𝑑 · 𝑇 𝑓

{ }≡ 𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

𝑇 𝑓 =  𝑇 𝑓

{ trivial }≡

𝑡𝑟𝑢𝑒



F11-Q4

Resolução:

  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 =  𝑙𝑠𝑡𝑟 • 𝑖𝑑

{ }≡ (65)

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 =  µ · 𝑇 𝑙𝑠𝑡𝑟  · 𝑖𝑑 

{ Def - para listas }≡ µ 

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 =  𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡 · 𝑇 𝑙𝑠𝑡𝑟 

{ }≡ 𝐷𝑒𝑓 −  𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑎

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 =   ⦇ [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑐] ⦈ · 𝑇 𝑙𝑠𝑡𝑟 

{ Absorção-cata (51)≡
}𝑝𝑎𝑟𝑎 𝐵(𝑓, 𝑔) = 𝑖𝑑 +  𝑓 × 𝑔;  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑(1);  𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+ (22) 

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 =   ⦇ [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑐 ·  (𝑙𝑠𝑡𝑟 ×  𝑖𝑑)] ⦈

{ ;  Fusão-+ à esquerda(20); }≡ 𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (45);  𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙,  𝑐𝑜𝑛𝑠]

 [𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 · 𝑛𝑖𝑙,  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 ·  𝑐𝑜𝑛𝑠 ] =   [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑐 ·  (𝑙𝑠𝑡𝑟 ×  𝑖𝑑)] · 𝐹 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡

{  F discollect = id + id x discollect; Absorção-+(22) ;Eq-+(27) }≡

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 ·  𝑛𝑖𝑙 =  𝑛𝑖𝑙



 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 · 𝑐𝑜𝑛𝑠 =   𝑐𝑜𝑛𝑐 ·  (𝑙𝑠𝑡𝑟 ×  𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 × 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡) 

{ }≡ (71, 72) ;  𝑛𝑖𝑙 𝑥 =  [];  𝑐𝑜𝑛𝑠 (𝑎, 𝑏) =  𝑎: 𝑏;  𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 − 𝑥(14);  𝐷𝑒𝑓 − 𝑥 (77);

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 [] =  []

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡(ℎ: 𝑡) =   𝑐𝑜𝑛𝑐  (𝑙𝑠𝑡𝑟 ℎ,  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 𝑡) 

{ ;≡ 𝑚𝑢𝑑.  𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟.  ℎ: = (𝑎, 𝑥) 𝑝𝑜𝑖𝑠 𝑎 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 é 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑠;  𝑐𝑜𝑛𝑐 (𝑎, 𝑏) =  𝑎 ++ 𝑏
}

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 [] =  []

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡((𝑎, 𝑥): 𝑡) =   𝑙𝑠𝑡𝑟(𝑎, 𝑥) ++  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 𝑡 

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑠𝑡𝑟

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 [] =  []

 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 ((𝑎, 𝑥): 𝑡) =  [(𝑎,  𝑏) | 𝑏 ←  𝑥 ] ++  𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡 𝑡 

NB: [ f a | a <- x ] = do { a <-x ; return( f a) }

[10] Aula CP/TP2 (14-Dez) - tema: anas + hilos

F09-Q6 (anamorfismos)



Resolução:

𝑘 = 〖 (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

 〗 

{ }≡ (54) 

𝑜𝑢𝑡 · 𝑘 = (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑘) · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

{ }≡ 𝑖𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜𝑠 𝑖𝑛/𝑜𝑢𝑡 (33, 34)

 𝑘 ·𝑖𝑛
ℕ

 =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑘) · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩)



{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑖𝑛 (𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑖𝑠 𝑒 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠)

   𝑘 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠] · (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑘) · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩)

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 +  à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +  à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎;  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

 [𝑘 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 · (𝑖𝑑 × 𝑘)] · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩)

{ }≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +

[𝑘 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 · (𝑖𝑑 × 𝑘) · ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩]

{ }≡ 𝐸𝑞 +

  𝑘 · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑛𝑖𝑙
  𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠 · (𝑖𝑑 × 𝑘) · ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩ 

{ }≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 ×

  𝑘 · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑛𝑖𝑙
  𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠 · ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩  

{ }≡ (71, 72, 76)

  𝑘 (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) =  𝑛𝑖𝑙 𝑥
  𝑘(𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑥) =  𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑓 𝑥,  𝑘 𝑥) 

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çõ𝑒𝑠 𝑑𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑛𝑖𝑙, 𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑐𝑜𝑛𝑠

  𝑘 0 =  []
  𝑘(𝑥 + 1) = 𝑓 𝑥 :  𝑘 𝑥 

{ }≡ 𝑎𝑠𝑠𝑢𝑚𝑖𝑛𝑑𝑜 𝑓 𝑥 =  2 𝑥 + 1

   𝑘  0 = [] 
  𝑘 (𝑥 +  1) = (2𝑥 +  1) :  𝑘 𝑥

F10-Q2



Resolução:

𝑇 𝑓 =  ⦇ 𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) ⦈

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎

𝑇 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) · 𝐹(𝑇 𝑓) 

{ (49) }≡

𝑇 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) · 𝐵(𝑖𝑑, 𝑇 𝑓) 

{ }≡ (43) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑏𝑖𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠

𝑇 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓 ·  𝑖𝑑, 𝑖𝑑 · 𝑇 𝑓) 

{ }≡ 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

𝑇 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · 𝐵(𝑖𝑑 ·  𝑓, 𝑇 𝑓 ·  𝑖𝑑) 

{ }≡ (43) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑏𝑖𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠

𝑇 𝑓 · 𝑖𝑛 =  𝑖𝑛 · 𝐵(𝑖𝑑, 𝑇 𝑓) ·  𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) 

{ }≡ (33, 34, 49)



𝑜𝑢𝑡 · 𝑇 𝑓 =  𝐹 (𝑇 𝑓) ·  𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) · 𝑜𝑢𝑡

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑎𝑛𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘: =  𝑇 𝑓 𝑒 𝑔 : =  𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) · 𝑜𝑢𝑡

𝑇 𝑓 = 〖 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) · 𝑜𝑢𝑡 〗 

F10-Q3

Resolução:

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [ 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐 .  π2 ] ⦈

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · 𝑖𝑛
𝐿𝑖𝑠𝑡 

 =  [ 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐 .  π2 ] · (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)

{ }≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · 𝑖𝑛
𝐿𝑖𝑠𝑡 

 =   [ 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐 .  π2  · (𝑖𝑑 × 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ)]

{ }≡ 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 π2

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · 𝑖𝑛
𝐿𝑖𝑠𝑡 

 = [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · π2] 

{ }≡ 𝑖𝑛 ;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +



𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · 𝑖𝑛
𝐿𝑖𝑠𝑡 

 = 𝑖𝑛
𝑁𝑎𝑡 

·  (𝑖𝑑 +  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · π2) 

{ }≡ 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 +

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · 𝑖𝑛
𝐿𝑖𝑠𝑡 

 = 𝑖𝑛
𝑁𝑎𝑡 

 (𝑖𝑑 +  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ) · (𝑖𝑑 +  π2) ·

{ }≡ (33, 34)

𝑜𝑢𝑡𝑁 · 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  (𝑖𝑑 +  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ) · (𝑖𝑑 +  π2) · 𝑜𝑢𝑡
𝐿𝑖𝑠𝑡 

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑎𝑛𝑎

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  〖(𝑖𝑑 +  π2) · 𝑜𝑢𝑡
𝐿𝑖𝑠𝑡 

〗

F10-Q6

bubble (x:y:xs)

| x > y = y : bubble (x:xs)

| otherwise = x : bubble (y:xs)

bubble x = x

Passo 1: retirar chamadas recursivas e renomear para divide

divide (a:b:as)

| a > b = b  … (a:as)

| otherwise = a … (b:as)

divide as = as



Passo 2: usar injecções para compatibilizar tipos de saída.

divide (a:b:as)

| a > b = i2(b,(a:as))

| otherwise = i2(a,(b:xs))

divide as = i1 as

Passo 3: identificar functor F

𝐴 *  →   𝐴 *  +   𝐴 ×  𝐴 *
𝐹 𝑌 =   𝐴 *  +  𝐴 ×  𝑌
𝐵(𝑋,  𝑌) =   𝐴 *  +  𝑋 ×  𝑌
𝐹 𝑓 =   𝐵(𝑖𝑑, 𝑓) =  𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 ×  𝑓

Passo 4: definir conquer

A* <-  A* +  A >< A*

𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒𝑟 = [𝑔1, 𝑔2]   𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑔1 =  𝑖𝑑;  𝑔2(𝑎, 𝑎𝑠) =  𝑎: 𝑎𝑠

Em suma:

●  𝑏𝑢𝑏𝑏𝑙𝑒 =  ⟦ 𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒𝑟,  𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒  ⟧ 
● 𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒𝑟 =  [𝑖𝑑, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

divide (a:b:as)

| a > b = i2(b,(a:as))

| otherwise = i2(a,(b:xs))

divide as = i1 as

F10-Q7



Resolução: (a) Pelo enunciado

● 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 𝑓 =  ⟦ ∇,  𝑓 ⟧ = ⦇∇⦈·〖 𝑓 〗
● 𝐵(𝑋, 𝑌) =  𝑋 + 𝑌
● 𝐵(𝑓, 𝑔) =  𝑓 +  𝑔
● 𝐹 𝑓 =  𝐵(𝑖𝑑, 𝑓) =  𝑖𝑑 +  𝑓
● .∇ =  [𝑖𝑑, 𝑖𝑑]

Mais ainda, se

ℎ = ⟦ 𝑓,  𝑔 ⟧

então é válida a igualdade ℎ =  𝑓 · 𝐹 ℎ ·  𝑔.  

—-------------

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 ((𝑔 + 𝑓) · (¬𝑝)?)

{ }≡ 𝑡𝑎𝑖𝑙𝑟 𝑓 =  ⟦ ∇,  𝑓 ⟧

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 =  ⟦ ∇,  (𝑔 + 𝑓) · (¬𝑝)? ⟧

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = ∇ · 𝐹 ( 𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) ·  (𝑔 + 𝑓) · (¬𝑝)?

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = [𝑖𝑑, 𝑖𝑑] · (𝑖𝑑 +  𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) ·  (𝑔 + 𝑓) · (¬𝑝)?



{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = [𝑖𝑑,  𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔] ·  (𝑔 + 𝑓) · (¬𝑝)?

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = [𝑔,  ((𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) ·  𝑓)] · (¬𝑝)?

{ }≡ (30)

𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔 = ¬𝑝 →  𝑔,  (𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) ·  𝑓

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

x(𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) 𝑥 = (¬𝑝 →  𝑔,  (𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) ·  𝑓)

{ }≡ (72),  (78)

(𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔) 𝑥 = 𝑖𝑓 𝑝 𝑥 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑤ℎ𝑖𝑙𝑒 𝑝 𝑓 𝑔( 𝑓 𝑥) 𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑔 𝑥

(b) ver uma aula mais à frente

[09] Aula CP/TP5 (07-Dez) - tema: absorção-cata

F09-Q1



Resolução: Listas:
 𝑇 𝑋 =  𝑋 *;   𝑓 *  =  𝑚𝑎𝑝 𝑓;  𝐵(𝑋, 𝑌) =  1 +  𝑋 × 𝑌,  𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠],  𝑛𝑖𝑙 𝑥 = [],  𝑐𝑜𝑛𝑠(ℎ, 𝑡) =  ℎ: 𝑡 

 𝑚𝑎𝑝  𝑓 =  𝑇 𝑓  

{≡ 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙á𝑟𝑖𝑜:  (50)  } 

 𝑚𝑎𝑝 𝑓 =  ⦇ 𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑)  ⦈   

{≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑐𝑎𝑡𝑎 } 

 𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑)   · 𝐹 (𝑚𝑎𝑝 𝑓)   

{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑑𝑒 𝐵 𝑒 𝑑𝑒 𝐹 } 

  𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑖𝑛 =   𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑓 × 𝑖𝑑)   · 𝐵(𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓)   

{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑖𝑛;  𝑓𝑢𝑠ã𝑜 + (à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎);  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 + (𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎) } 

  [𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑛𝑖𝑙,  𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑐𝑜𝑛𝑠] =   [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 · ( 𝑓 × 𝑖𝑑)]   · (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓)    

{≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 + (𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎) } 

   [𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑛𝑖𝑙,  𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑐𝑜𝑛𝑠] =   [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 · ( 𝑓 × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓) ]   

{≡ 𝐸𝑞 −+  } 

𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑛𝑖𝑙 =  𝑛𝑖𝑙   
𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑐𝑜𝑛𝑠 =   𝑐𝑜𝑛𝑠 · ( 𝑓 × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓) 



{≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 ×  } 

𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑛𝑖𝑙 =  𝑛𝑖𝑙   
𝑚𝑎𝑝 𝑓 · 𝑐𝑜𝑛𝑠 =   𝑐𝑜𝑛𝑠 · ( 𝑓 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓) 

{≡ (71, 72) } 

𝑚𝑎𝑝 𝑓 (𝑛𝑖𝑙 𝑥) =  𝑛𝑖𝑙 𝑥   
𝑚𝑎𝑝 𝑓 (𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑎, 𝑏)) =   𝑐𝑜𝑛𝑠 (( 𝑓 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓) (𝑎, 𝑏))    

{≡ 77 } 

𝑚𝑎𝑝 𝑓 (𝑛𝑖𝑙 𝑥) =  𝑛𝑖𝑙 𝑥   
𝑚𝑎𝑝 𝑓 (𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑎, 𝑏)) =   𝑐𝑜𝑛𝑠 (𝑓 𝑎,  𝑚𝑎𝑝 𝑓 𝑏)   

{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑠 𝑒 𝑑𝑒 𝑛𝑖𝑙 } 

𝑚𝑎𝑝 𝑓 [] =  []   
𝑚𝑎𝑝 𝑓 (𝑎: 𝑏) =   𝑓 𝑎 :  𝑚𝑎𝑝 𝑓 𝑏

F09-Q2

Resolução: Listas:
● 𝑇 𝑋 =  𝑋 *,  𝑇 𝑓 =  𝑓 *  = 𝑚𝑎𝑝 𝑓 
●  𝐵(𝑋, 𝑌) =  1 +  𝑋 × 𝑌 
●  𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠],  𝑛𝑖𝑙 𝑥 = [],  𝑐𝑜𝑛𝑠(ℎ, 𝑡) =  ℎ: 𝑡 

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]  ⦈ 
𝑠𝑢𝑚 =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] ⦈ 

(F1)

 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  𝑠𝑢𝑚 · (𝑚𝑎𝑝 1 )  



{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑠𝑢𝑚 ;  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠 𝑇 𝑓 =  𝑚𝑎𝑝 𝑓  } 

 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] ⦈ · 𝑇 1  

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 

  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] · 𝐵( 1, 𝑖𝑑) ⦈   

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 

  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] · (𝑖𝑑 +   1 × 𝑖𝑑) ⦈   

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 

  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]  ⦈ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑 · ( 1 × 𝑖𝑑) ]⦈   

{   (71)⇐ } 

   [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]   =   [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑 · ( 1 × 𝑖𝑑) ] 

{  Eq+≡ } 

   𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2   =   𝑎𝑑𝑑 · ( 1 × 𝑖𝑑) 

{≡ (71, 72, 77) 𝑝𝑜𝑟 𝑖𝑛𝑡𝑟𝑜𝑑𝑢çã𝑜 𝑑𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑙 (𝑎, 𝑏)} 

  𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑏  =  𝑎𝑑𝑑 (1, 𝑏)   

{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑑𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐,  𝑎𝑑𝑑 𝑒 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒} 

  𝑏 + 1  =  1 + 𝑏   

{   qualquer coisa é igual a si própria≡ } 

  𝑏 + 1  =  1 + 𝑏   

(F2)

 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ · (𝑚𝑎𝑝 𝑓 )  

{≡ 𝑇 𝑓 =  𝑚𝑎𝑝 𝑓 𝑛𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠  } 

  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]  ⦈  · (𝑇 𝑓 )   

{≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑎  } 



  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]  ·  𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) ⦈    

{≡ 𝐵 𝑑𝑎𝑠 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠 } 

  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2]  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓 × 𝑖𝑑) ⦈   

{≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +  } 

  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2  ·  ( 𝑓 × 𝑖𝑑)] ⦈    

{≡ 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 π2  } 

 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π2 ] ⦈    

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ } 
true

F09-Q5

Resolução: Recordar aula T de 5ª feira passada:



 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ · 𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒 𝑓 =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ  

{≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ;  𝑛𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑇 =  𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒  } 

  ⦇ [𝑜𝑛𝑒, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ] ⦈ · 𝑇 𝑓 =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ   

{≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 } 

  ⦇ [𝑜𝑛𝑒, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ] · 𝐵(𝑓, 𝑖𝑑) ⦈ =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ   

{≡ 𝐵 𝑑𝑎𝑠 𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒𝑠  } 

  ⦇ [𝑜𝑛𝑒, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ] · (𝑓 +  𝑖𝑑) ⦈ =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ   

{≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +  } 

  ⦇ [𝑜𝑛𝑒 · 𝑓, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ]  ⦈ =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ    

{≡ 𝑜𝑛𝑒 =  1  } 

  ⦇ [ 1 · 𝑓, 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ]  ⦈ =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ   

{≡ (3) } 



  ⦇ [ 1 , 𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑢𝑚𝑎𝑥 ]  ⦈ =  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ     

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ } 

  𝑡𝑟𝑢𝑒   

F09-Q6

Resolução:

𝑘 = 〖 (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

 〗 

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑎𝑛𝑎;  𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑓 (𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠)

𝑜𝑢𝑡 · 𝑘 = (𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑘) · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑖𝑑 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 +;   𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 − 𝑥

 𝑜𝑢𝑡 · 𝑘 = (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

{ }≡ 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑖𝑛/𝑜𝑢𝑡 (𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠)



  𝑘 = [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠] · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩) · 𝑜𝑢𝑡
ℕ

{ }≡ 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑖𝑛/𝑜𝑢𝑡 (𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑖𝑠)

 𝑘 ·  [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠] · (𝑖𝑑 + ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩)

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 +  à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

 [𝑘 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 · ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩]

{ }≡ 𝐸𝑞 +

  𝑘 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜 = 𝑛𝑖𝑙
  𝑘 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠 · ⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩ 

{ }≡ 𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝐸𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙

  𝑘  (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) = 𝑛𝑖𝑙 𝑥
  𝑘 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠 (⟨ 𝑓 , 𝑘 ⟩𝑥) 

{ ; f n = 2*n+1 }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 (𝑇𝑃𝐶)

   𝑘  0 = [] 
  𝑘 (𝑥 +  1) = (2𝑥 +  1) :  𝑘 𝑥



F09-Q5

Resolução:

{  (1) }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟
{  (2)≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 }
{  (3)⇐ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 }
{  (4) }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟
{  (5)≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 }
{  (6)⇐ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 }



[08] Aula CP/TP5 (30-Nov)

F07-Q4

Resolução:

Parte I: 𝑆𝑎𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑖𝑛 [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] 𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 +  𝑓

 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑖𝑛 =  [ℎ1, ℎ2] · (𝑖𝑑 + ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩)  

{ }≡ 𝑖𝑛 =  [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] 𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐(𝑛) =  𝑛 + 1 𝑒 𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥 =  0

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 ·  [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐]  =  [ℎ1, ℎ2] · (𝑖𝑑 + ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩)  

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 + à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

[𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑠𝑢𝑐𝑐]  =  [ℎ1, ℎ2 · ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩]  

{ }≡ 𝐸𝑞 +



 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑧𝑒𝑟𝑜  =  ℎ1  

 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑠𝑢𝑐𝑐  =  ℎ2 · ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩  

{ e (76) }≡ (71) 𝑒 (72)

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 0  =  ℎ1 𝑥  

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 (𝑛 + 1)  =  ℎ2 (𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑛, 𝑝𝑎𝑟 𝑛)  

{ definir }≡ ℎ1 𝑥 =  𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 𝑒 ℎ2 =  π2

𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 0  =  𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸  
𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 (𝑛 + 1)  =  𝑝𝑎𝑟 𝑛 

 ℎ =  [ℎ1, ℎ2] =  [𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, π2]   
Parte II:

 𝑝𝑎𝑟 · 𝑖𝑛 =  [𝑘1, 𝑘2] · (𝑖𝑑 +   ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩)  

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛

 𝑝𝑎𝑟 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑘1, 𝑘2] · (𝑖𝑑 +   ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩)  

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 + à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

 [𝑝𝑎𝑟 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑝𝑎𝑟 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑘1, 𝑘2 ·  ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩ ]  

{ }≡ 𝐸𝑞 +

 𝑝𝑎𝑟 · 𝑧𝑒𝑟𝑜=  𝑘1
 𝑝𝑎𝑟 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 =  𝑘2 ·  ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩   

{ e (76 }≡ (71) 𝑒 (72)

 𝑝𝑎𝑟 (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥)=  𝑘1 𝑥
 𝑝𝑎𝑟 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑛) =  𝑘2 (𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑛, 𝑝𝑎𝑟 𝑛)   

{ }≡

 𝑝𝑎𝑟 0=  𝑘1 𝑥
 𝑝𝑎𝑟 (𝑛 + 1) =  𝑘2 (𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑛, 𝑝𝑎𝑟 𝑛)  

{ }≡ 𝑘1 =  𝑇𝑅𝑈𝐸 𝑒 𝑘2 =  π1



 𝑝𝑎𝑟 0=  𝑇𝑅𝑈𝐸
 𝑝𝑎𝑟 (𝑛 + 1) = 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑛  

 𝑘 =  [𝑘1, 𝑘2] =  [𝑇𝑅𝑈𝐸, π1]   

Parte III

{ 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟 · 𝑖𝑛 =  [𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, π2] · 𝐹  ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩ 
 𝑝𝑎𝑟 · 𝑖𝑛 =  [𝑇𝑅𝑈𝐸, π1] · 𝐹  ⟨𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟⟩  

{≡ 𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑚ú𝑡𝑢𝑎 (52)} 

< 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟 >  =   ⦇ < [𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, π2], [𝑇𝑅𝑈𝐸, π1] > ⦈  

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎

 < 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟 >  =   ⦇ [< 𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, 𝑇𝑅𝑈𝐸 >,  < π2, π1 >] ⦈   

{ }≡ < 𝑎 ,  𝑏 >=  (𝑎, 𝑏) 𝑣𝑒𝑟 𝑓𝑖𝑐ℎ𝑎 3

 < 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟 >  =   ⦇ [(𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, 𝑇𝑅𝑈𝐸),  𝑠𝑤𝑎𝑝] ⦈  

{ }≡ 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 =  ⦇ [𝑖, 𝑏] ⦈ 

 < 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟, 𝑝𝑎𝑟 >  =  𝑓𝑜𝑟 𝑠𝑤𝑎𝑝 (𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸, 𝑇𝑅𝑈𝐸) 

F07-Q5



Resolução. 𝑆𝑎𝑏𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑖𝑛 =  [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] 𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 +  𝑓,  𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  0

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑛 + 1) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑟 𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛 =  𝑛 + 1  } 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{≡ 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎𝑟  𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛 (𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑛: = 0 𝑒 𝑛 : =  𝑛 + 1)} 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{ 𝑓𝑠𝑢𝑐 0 =  1
𝑓𝑠𝑢𝑐 (𝑛 + 1) = 𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛 + 1  

{ (71,72) ;≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑎, 𝑏) = 𝑎: 𝑏 } 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 · 0 =  𝑛𝑖𝑙
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛, 𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛)  



{ 𝑓𝑠𝑢𝑐 · 0  =  1
𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐  =  𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  𝑓𝑠𝑢𝑐  

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 · 0 =  𝑛𝑖𝑙
𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 =   𝑐𝑜𝑛𝑠 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  

{ 𝑓𝑠𝑢𝑐 · 0  =  1
𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐  =  𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  𝑓𝑠𝑢𝑐  

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 

[ 𝑖𝑛𝑠𝑔 · 0,  𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 ] =  [ 𝑛𝑖𝑙 · 𝑖𝑑 ,  𝑐𝑜𝑛𝑠 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >]
[ 𝑓𝑠𝑢𝑐 · 0,  𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 ] =  [ 1 ·  𝑖𝑑 ,  (𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1) ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >]

{≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 +  à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎;  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 +  à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎 } 

𝑖𝑛𝑠𝑔 ·  [0,  𝑠𝑢𝑐𝑐 ] =  [ 𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠 ] ·  (𝑖𝑑 +  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >)
𝑓𝑠𝑢𝑐 · [0,  𝑠𝑢𝑐𝑐 ] =  [ 1 , 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1] ·  (𝑖𝑑 +< 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >)

{≡ 𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑚ú𝑡𝑢𝑎 } 

< 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  =  ⦇ < [1 , 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1], [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠] > ⦈  

{≡ 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎 } 

< 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  =  ⦇ [< 1 , [] >,  < 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1, 𝑐𝑜𝑛𝑠 >] ⦈  

{≡ < 𝑎 ,  𝑏 >=  (𝑎, 𝑏) 𝑣𝑒𝑟 𝑓𝑖𝑐ℎ𝑎 3  } 

< 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  =  ⦇ [ (1, []) , < 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1, 𝑐𝑜𝑛𝑠 >] ⦈  

{ }≡ 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 =  ⦇ [𝑖, 𝑏] ⦈ 



< 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  =  𝑓𝑜𝑟 < 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1, 𝑐𝑜𝑛𝑠 > (1, []) 

𝑎𝑢𝑥(𝑛, 𝑙) =  < 𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1, 𝑐𝑜𝑛𝑠 > (𝑛, 𝑙) =  ((𝑠𝑢𝑐𝑐 · π1)(𝑛, 𝑙), 𝑐𝑜𝑛𝑠(𝑛, 𝑙))

𝑎𝑢𝑥(𝑛, 𝑙) = (𝑛 + 1, 𝑛: 𝑙)

F07-Q1



𝑖𝑛 =  [𝐸𝑚𝑝𝑡𝑦, 𝑁𝑜𝑑𝑒]

𝐵𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴 1 +  𝐴 × (𝐵𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴)^2

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × (𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎)^2

𝑁0 1 +  𝐴 × (𝑁0)^2

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]

{𝑔1 = 0 
𝑔2(𝑎, (𝑚, 𝑛)) = 1 + 𝑚 + 𝑛 

𝑖𝑛 =  [𝐿𝑒𝑎𝑓, 𝐹𝑜𝑟𝑘]

𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴 𝐴 +  (𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴)^2

𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑖𝑑 +  (𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟)^2

𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴 𝐴 +  (𝐿𝑇𝑟𝑒𝑒 𝐴)^2

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]



{𝑔1  = 𝐿𝑒𝑎𝑓  
𝑔2 = 𝐹𝑜𝑟𝑘 · 𝑠𝑤𝑎𝑝

𝑔 =  [ 𝐿𝑒𝑎𝑓 ·  𝑖𝑑 ,  𝐹𝑜𝑟𝑘 · 𝑠𝑤𝑎𝑝 ] =  𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑠𝑤𝑎𝑝) 

F08-Q1

Resolução:



 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 =  𝑖𝑑  

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑎𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜(𝐹1) ;  𝑅𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (47)

 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 · ⦇ 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑠𝑤𝑎𝑝) ⦈ =  ⦇ 𝑖𝑛 ⦈  

{⇐  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (48)  } 

(𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 ·  𝑖𝑛) · (𝑖𝑑 +  𝑠𝑤𝑎𝑝) = 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟^2) 

{≡   𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 é 𝑢𝑚 𝑐𝑎𝑡𝑎 :  𝐶𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (46)  } 

𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑠𝑤𝑎𝑝) ·  (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟^2) · (𝑖𝑑 +  𝑠𝑤𝑎𝑝) = 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟^2) 

{≡   𝑒𝑥𝑝𝑎𝑛𝑠ã𝑜 𝑑𝑎 𝑎𝑏𝑟𝑒𝑣𝑖𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟^2 ;  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑔𝑟á𝑡𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑠𝑤𝑎𝑝 } 

𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  (𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 × 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟) · 𝑠𝑤𝑎𝑝 ·  𝑠𝑤𝑎𝑝) = 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 × 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟) 
{≡   𝑠𝑤𝑎𝑝 · 𝑠𝑤𝑎𝑝 =  𝑖𝑑} 

𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 + 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 × 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟) = 𝑖𝑛 · (𝑖𝑑 +  𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟 × 𝑚𝑖𝑟𝑟𝑜𝑟) 

{≡   𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 } 

F08-Q3



Justificações:

{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 
{≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 } 



[07] Aula CP/TP2 (23-Nov)

F06-Q2

Resolução:

 𝑓 · (𝑓𝑜𝑟 𝑓 𝑖) =  𝑓𝑜𝑟 𝑓 (𝑓 𝑖)  

{ }≡ 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 = ⦇ [𝑖,  𝑓 ] ⦈ 

  𝑓 · ⦇ [𝑖,  𝑓 ] ⦈ =  ⦇ [𝑓 𝑖,  𝑓 ] ⦈   

{ }⇐ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (48) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑔 = [𝑖,  𝑓],  ℎ = [𝑓 𝑖,  𝑓]

 𝑓 · [𝑖,  𝑓 ] =  [𝑓 𝑖,  𝑓 ] ·  (𝐹 𝑓)

{ }≡ 𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 + 𝑓

  𝑓 · [𝑖,  𝑓 ] =  [𝑓 𝑖,  𝑓 ] ·  (𝑖𝑑 +  𝑓)

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+  (20) & 𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+ (22)

   [𝑓 · 𝑖, 𝑓 ·  𝑓 ] =  [𝑓 𝑖 · 𝑖𝑑,  𝑓 · 𝑓 ]  

{ }≡ 𝐸𝑞 −+  (27)

  𝑓 · 𝑖 =  𝑓 𝑖 · 𝑖𝑑  
  𝑓 ·  𝑓 =   𝑓 · 𝑓  

{ }≡ 𝑃𝑟𝑜𝑝.  𝑟𝑒𝑓𝑙.  𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒;  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 (1) & 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4)

 𝑓 𝑖 =  𝑓 𝑖  

{ }≡ 𝑃𝑟𝑜𝑝.  𝑟𝑒𝑓𝑙.  𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

F06-Q3



Resolução: Vamos mostrar que ambas as funções mais não são que 𝑖

{𝑓𝑜𝑟 𝑖𝑑 𝑖 = 𝑖
𝑓𝑜𝑟 𝑖 𝑖 =  𝑖  

{ }≡  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 = ⦇ [𝑖,  𝑓 ] ⦈  𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

{⦇ [𝑖,  𝑖𝑑 ] ⦈ = 𝑖
⦇ [𝑖,  𝑖 ] ⦈ = 𝑖  

{ }⇔ 𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑐𝑎𝑡𝑎 (45)   𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

{𝑖 · 𝑖𝑛 = [𝑖,  𝑖𝑑] · 𝐹 𝑖
𝑖 · 𝑖𝑛 = [𝑖,  𝑖] · 𝐹 𝑖  

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4)  𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠 ;  𝐹 𝑓 =  𝑖𝑑 + 𝑓 

{𝑖 = [𝑖,  𝑖𝑑] · (𝑖𝑑 +  𝑖)
𝑖 = [𝑖,  𝑖] · (𝑖𝑑 +  𝑖)  

{ }≡ 𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+  (22)  𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠;  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 (1) 𝑡𝑟ê𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠;  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4)

{𝑖 = [𝑖,  𝑖]
𝑖 = [𝑖,  𝑖]  

{ }≡ 𝑎 ∧ 𝑎 =  𝑎

𝑖 = [𝑖,  𝑖]   



{ }≡ 𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  (17)

𝑖 ·  𝑖1 = 𝑖   
𝑖 ·  𝑖2 = 𝑖   

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4);  𝑃𝑟𝑜𝑝.  𝑟𝑒𝑓𝑙.  𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

𝑖 = [𝑖 · 𝑖𝑑,  𝑖 · 𝑖𝑑] =  𝑖 · [𝑖𝑑, 𝑖𝑑] =  𝑖

F06-Q4

Resolução:

 𝑠𝑢𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑 𝑎 =  (𝑎 *) · 𝑠𝑢𝑚   

{ }≡ 𝑠𝑢𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑 𝑎 = ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑)] ⦈ ;  𝑠𝑢𝑚 =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 ] ⦈

 ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) ] ⦈  =  (𝑎 *) · ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 ] ⦈ 

{ }⇐ 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎

 (𝑎 *) · [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 ] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) ] · 𝐹 (𝑎 *)   

{ }≡ 𝐹 𝑓 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎𝑠 é   𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑓



 (𝑎 *) · [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 ] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) ] ·  (𝑖𝑑 + 𝑖𝑑 × (𝑎 *))   

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+  (20) à 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑒 𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+ (22) à 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎;  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

 [(𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜, (𝑎 *) ·  𝑎𝑑𝑑 ] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 × (𝑎 *)) ]  

{ }≡ 𝐸𝑞 −+  (27)

 (𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑧𝑒𝑟𝑜  
 (𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑  =   𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 × (𝑎 *)) 

{ ; natural id}≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −×  (14)

 (𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑧𝑒𝑟𝑜  
 (𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑  =   𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × (𝑎 *)) 

{ }≡ (71, 72) × 2 ;  𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥 =  0 ;  𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) =  𝑥 + 𝑦 

 𝑎 *  0 =  0  
(𝑎 *)(𝑥 + 𝑦) =  𝑎𝑑𝑑(((𝑎 *) × (𝑎 *))(𝑥, 𝑦)) 

{ :; }≡ 77 𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) =  𝑥 + 𝑦

𝑎 *  0 =  0  
𝑎 * (𝑥 + 𝑦) =  𝑎 * 𝑥 + 𝑎 * 𝑦 

{ }≡ 0 é 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟𝑣𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎çã𝑜;  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑎

True

F07-Q5



Resolução.

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑛 + 1) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑟 𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛 =  𝑛 + 1  } 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑓𝑠𝑢𝑐  𝑛) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{≡ 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎𝑟  𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛 } 

{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 0 =  []
𝑖𝑛𝑠𝑔 (𝑛 + 1) =  (𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛) :  𝑖𝑛𝑠𝑔 𝑛  

{ 𝑓𝑠𝑢𝑐 0 =  1
𝑓𝑠𝑢𝑐 (𝑛 + 1) =  𝑓𝑠𝑢𝑐 𝑛  +  1 

{≡
𝑟𝑒𝑚𝑜çã𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑖𝑠 (71,  72,  77);  𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑛𝑖𝑙,  𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑜𝑛𝑒 } 



{ 𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑛𝑖𝑙
𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 =  𝑐𝑜𝑛𝑠 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >   

{ 𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑜𝑛𝑒
𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 =  𝑠𝑢𝑐𝑐 · 𝑓𝑠𝑢𝑐   

{≡
𝐸𝑞 +  "𝑎𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜";  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 ;  𝑖𝑛𝑡𝑟𝑜𝑑𝑢çã𝑜 𝑑𝑜 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡 𝑝𝑜𝑟  𝑓𝑠𝑢𝑐 =  π1 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐, 𝑖𝑛𝑠𝑔 >} 

{ [𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑖𝑛𝑠𝑔 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙 ·  𝑖𝑑 ,  𝑐𝑜𝑛𝑠 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >]
[𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑓𝑠𝑢𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [ 𝑜𝑛𝑒 · 𝑖𝑑  ,  𝑠𝑢𝑐𝑐 · π1 ·  < 𝑓𝑠𝑢𝑐, 𝑖𝑛𝑠𝑔 >]   

{≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 −+  (𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑜);  𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 + (𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑜)} 

{𝑖𝑛𝑠𝑔 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙,  𝑐𝑜𝑛𝑠] · (𝑖𝑑 +  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >)
𝑓𝑠𝑢𝑐 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [ 𝑜𝑛𝑒 ,  𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1] · (𝑖𝑑 +  < 𝑓𝑠𝑢𝑐, 𝑖𝑛𝑔𝑠 >)   

{≡ 𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 ×} 

{𝑖𝑛𝑠𝑔 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑛𝑖𝑙,  𝑐𝑜𝑛𝑠] · (𝑖𝑑 +  < 𝑓𝑠𝑢𝑐 , 𝑖𝑛𝑠𝑔 >)
𝑓𝑠𝑢𝑐 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [ 𝑜𝑛𝑒 ,  𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1] · (𝑖𝑑 +  < 𝑓𝑠𝑢𝑐, 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  )     

{≡ 𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑠𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑚ú𝑡𝑢𝑎 } 

 < 𝑖𝑛𝑠𝑔, 𝑓𝑠𝑢𝑐 >  =  ⦇ < [𝑛𝑖𝑙,  𝑐𝑜𝑛𝑠] , [ 𝑜𝑛𝑒 ,  𝑠𝑢𝑐𝑐 ·  π1] > ⦈

{≡ 𝐿𝑒𝑖 𝑑𝑎 𝑇𝑟𝑜𝑐𝑎 ;  𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠} 

 < 𝑖𝑛𝑠𝑔, 𝑓𝑠𝑢𝑐 >  =  ⦇[ < [], 1 >,  < 𝑐𝑜𝑛𝑠,  𝑠𝑢𝑐𝑐 · π1 >]⦈

{ split de funções constantes≡  } 

< 𝑖𝑛𝑠𝑔, 𝑓𝑠𝑢𝑐 >  =  ⦇[  ([], 1) ,  < 𝑐𝑜𝑛𝑠,  𝑠𝑢𝑐𝑐 · π1 >]⦈ 
  

{ }≡ 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 = ⦇[ 𝑖 , 𝑏]⦈ 



 < 𝑓𝑠𝑢𝑐, 𝑖𝑛𝑠𝑔 >  =  𝑓𝑜𝑟 < 𝑠𝑢𝑐𝑐 · π1, 𝑐𝑜𝑛𝑠 > (1, [])   

[06] Aula CP/TP5 (16-Nov)

F05-Q5

Resolução: Seguindo a sugestão, vamos derivar a propriedade grátis de 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟

0

1 2

6 7

3 4

5

(𝑔 × ℎ +  𝑔 × 𝑓) .  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 =  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 · (𝑔 × (ℎ + 𝑓))

De seguida vamos usá-la no cálculo pedido:



ℎ · 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 · (𝑔 × (𝑖𝑑 +  α)) =  𝑘 

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑔𝑟á𝑡𝑖𝑠 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟,  𝑝𝑎𝑟𝑎 ℎ : =  𝑖𝑑,  𝑓 : =  α

ℎ · (𝑔 × 𝑖𝑑 +  𝑔 × α) · 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 =  𝑘 

{ }≡ (𝐹4) 𝑝𝑎𝑟𝑎 α: =  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 𝑒 αº = 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 

ℎ · (𝑔 × 𝑖𝑑 +  𝑔 × α) =  𝑘 · 𝑢𝑛𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟 

F05-Q7

Resolução: resolver em ordem a por forma a obter a𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑖𝑛 =  𝑔  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖) 𝑔
definição dada:

 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑖𝑛 =  𝑔  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖)  

{ }≡ 𝑖𝑛 =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐] 

  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·   [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑠𝑢𝑐𝑐] =  𝑔  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖)   



{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 −+

 [𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  𝑔  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖)   

{ }≡ 𝑚𝑢𝑑𝑎𝑛ç𝑎 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑙 −  𝑔 : =  [𝑔1, 𝑔2]

 [𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑔1, 𝑔2]  ·  (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖) 

{ ; natural-id }≡ 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+  𝑛𝑜 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑜

 [𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] =  [𝑔1, 𝑔2  ·  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖] 

{≡ 𝐸𝑞 −+  (27) } 

{𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 ·  𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑔1 
 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 =  𝑔2  ·  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 

{≡ (71);  (72) } 

{𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) =  𝑔1 𝑥
 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑛) =  𝑔2( 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 𝑛)

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐 } 

{𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 0 =  𝑔1 𝑥
 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 (𝑛 + 1) =  𝑔2( 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 𝑛)

Substituindo

𝑔1 𝑥 =  𝑖 ∧ 𝑔2 = 𝑏

acima obtemos a definição dada:

{𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 0 =  𝑖
 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 (𝑛 + 1) =  𝑏 ( 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 𝑛)

Logo: 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 .  𝑖𝑛 =  [𝑖, 𝑏] · (𝑖𝑑 +  𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖) 



F04-Q1



(b) i

𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

𝐴 * 1 +  𝐴 ×  𝐴 *

𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝

𝐴 1 +  𝐴 × 𝐴

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]

{𝑔1 = 1 
𝑔2(ℎ, 𝑛) = ℎ × 𝑛 

(b) ii



𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

𝐴 * 1 +  𝐴 ×  𝐴 *

𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒

𝐴 * 1 +  𝐴 × 𝐴 *

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]

{𝑔1 𝑥 = [] 
𝑔2(ℎ, 𝑥) = 𝑥 ++  [ℎ] 

(b) iii

𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

(𝐵 *) * 1 +  𝐵 *  ×  (𝐵 *) *

𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑡

𝐵 * 1 +  𝐵 *  ×  𝐵 *

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]

{𝑔1 𝑥 = [] 
𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ++  𝑦 

(b) iv 𝐴𝑠𝑠𝑢𝑚𝑖𝑛𝑑𝑜 𝑓:  𝐴 → 𝐵



𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

𝐴 * 1 +  𝐴 ×  𝐴 *

𝑚𝑎𝑝 𝑓 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑝 𝑓

𝐵 * 1 + 𝐴 × 𝐵 *

𝑔 𝑓 =  [𝑔1, 𝑔2 𝑓]

{𝑔1 𝑥 = [] 
𝑔2  𝑓 (ℎ: 𝑥) = (𝑓 ℎ : 𝑥) 

(b) v

𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

*𝑁
0

1 +  𝑁0 × 𝑁0 *

𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚

𝑁
0

1 +  𝑁0 × 𝑁0

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2]

{𝑔1 𝑥 = 0 
𝑔2(ℎ, 𝑚) = 𝑖𝑓 ℎ >  𝑚 𝑡ℎ𝑒𝑛 ℎ 𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑚 

(b) vi



𝑖𝑛 =  [𝑛𝑖𝑙, 𝑐𝑜𝑛𝑠]

𝐴 * 1 +  𝐴 ×  𝐴 *

𝑓𝑖𝑙𝑡𝑒𝑟 𝑝 𝑖𝑑 +  𝑖𝑑 × 𝑓𝑖𝑙𝑡𝑒𝑟 𝑝

𝐴 * 1 +  𝐴 × 𝐴 *

𝑔 =  [𝑔1, 𝑔2 𝑝]

{𝑔1 𝑥 = [] 
𝑔2 𝑝 (ℎ, 𝑥) = 𝑖𝑓 𝑝 ℎ 𝑡ℎ𝑒𝑛 ℎ: 𝑥 𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑥

F06-Q2

Resolução:

 𝑓 · (𝑓𝑜𝑟 𝑓 𝑖) =  𝑓𝑜𝑟 𝑓 (𝑓 𝑖)  

{ }≡ 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 =  ⦇ [ 𝑖 ,  𝑏] 

  𝑓 · ⦇ [𝑖, 𝑓]⦈ =  ⦇ [𝑓 𝑖,  𝑓 ] ⦈   

{ ; }⇐ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎,  𝑙𝑒𝑖 (48) 𝐹 𝑓 = 𝑖𝑑 + 𝑓

   𝑓 · [𝑖, 𝑓] =  [𝑓 𝑖,  𝑓 ] · (𝑖𝑑 + 𝑓) 

{ }≡  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+,  𝑙𝑒𝑖 (20);  𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+,  𝑙𝑒𝑖 (22)



    [𝑓 · 𝑖, 𝑓 · 𝑓] =  [𝑓 𝑖 · 𝑖𝑑,  𝑓 · 𝑓 ] 

{ }≡ 𝐸𝑞 −+,  𝑙𝑒𝑖 (27),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑,  𝑙𝑒𝑖 (1)

 𝑓 · 𝑖 = 𝑓 𝑖  
 𝑓 · 𝑓 = 𝑓 · 𝑓  

{ }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  𝑙𝑒𝑖(4);  𝑃𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

 𝑡𝑟𝑢𝑒  

F06-Q3

Resolução:

𝑓 = 𝑔

{ }≡ 𝐷𝑒𝑓 − 𝑔 𝑑𝑜 𝑒𝑛𝑢𝑛𝑐𝑖𝑎𝑑𝑜 𝑔 = 𝑓𝑜𝑟 𝑖 𝑖

𝑓 = 𝑓𝑜𝑟 𝑖 𝑖

{ }≡ 𝐷𝑒𝑓 − 𝑓𝑜𝑟 𝑓𝑜𝑟 𝑏 𝑖 = ⦇[𝑖, 𝑏]⦈

𝑓 = ⦇[𝑖, 𝑖]⦈

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (𝐹4),  𝑘: = 𝑓 ;  𝑔: = [𝑖, 𝑖] 𝑘 = ⦇𝑔⦈ ⇔ 𝑘 · 𝑖𝑛 = 𝑔 · (𝑖𝑑 + 𝑘)

𝑓 · 𝑖𝑛 = [𝑖, 𝑖] · (𝑖𝑑 + 𝑓)



{≡ 𝑙𝑒𝑖 (22),  𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+; [𝑔, ℎ] · (𝑖, 𝑗) = [𝑔 · 𝑖, ℎ · 𝑗]
𝑙𝑒𝑖 (1),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑; 𝑓 · 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑 · 𝑓 = 𝑓

} (id+f)𝑙𝑒𝑖 (3),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 · 𝑓 = 𝑘

𝑓 · 𝑖𝑛 = [𝑖, 𝑖]

{ }≡ 𝐹𝑖𝑐ℎ𝑎 "3" −  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+ [𝑘, 𝑘] = 𝑘

𝑓 · 𝑖𝑛 = 𝑖

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (33),  𝑆ℎ𝑢𝑛𝑡 − 𝑙𝑒𝑓𝑡 ℎ · 𝛼 = 𝑘 ≡  ℎ = 𝑘 · 𝛼°

𝑓 = 𝑖 · 𝑜𝑢𝑡

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (3),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 · 𝑓 = 𝑘

𝑓 = 𝑖

F06-Q4

Resolução:

a(𝑎 *) · 𝑠𝑢𝑚 =   𝑠𝑢𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑 

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑠𝑢𝑚 𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑢𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑 (𝐹1) 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑐𝑎𝑡𝑎𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜𝑠



 (𝑎 *) · ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] ⦈ =  ⦇ [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑)] ⦈  

{ }⇐ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑎𝑡𝑎;  𝑐𝑜𝑚 𝑓: = (𝑎 *),  𝑔: = [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] 𝑒 ℎ: = [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑]

  (𝑎 *) · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑)] · 𝐹 (𝑎 *)  

{ }≡ 𝐹 𝑓 = 𝑖𝑑 + 𝑖𝑑 × 𝑓

   (𝑎 *) · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑎𝑑𝑑] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑)] · (𝑖𝑑 + 𝑖𝑑 ×  (𝑎 *))   

{ natural-id }≡ 𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+ 𝑛𝑜 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑜 | 𝐴𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+  𝑛𝑜 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑜 |

[(𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜, (𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑] =  [𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 ×  (𝑎 *))] 

{ }≡ 𝐸𝑞 −+

 (𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑧𝑒𝑟𝑜
 (𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑 =   𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × 𝑖𝑑) · (𝑖𝑑 ×  (𝑎 *))  

{ }≡ 𝐹𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −×  | 𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

 (𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜 =  𝑧𝑒𝑟𝑜
 (𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑 =   𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × (𝑎 *))  

{ }≡ 𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝐸𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙

 ((𝑎 *) · 𝑧𝑒𝑟𝑜) 𝑥 =  𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥
 ((𝑎 *) · 𝑎𝑑𝑑) 𝑥 =   (𝑎𝑑𝑑 · ((𝑎 *) × (𝑎 *))) 𝑥  

{ }≡  𝐷𝑒𝑓 − 𝑐𝑜𝑚𝑝

 (𝑎 *) (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) =  𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥

 (𝑎 *) (𝑎𝑑𝑑 𝑥) =   𝑎𝑑𝑑 (((𝑎 *) × (𝑎 *)) 𝑥)  

{ }≡ 𝐷𝑒𝑓 −×

 𝑎 *  (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) =  𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥



 𝑎 *  (𝑎𝑑𝑑 (𝑥, 𝑦)) =   𝑎𝑑𝑑 (𝑎 *  𝑥,  𝑎 *  𝑦)   

}≡  {  𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦;  𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥 =  0

 𝑎 *  0 =  0
 𝑎 * (𝑥 + 𝑦) =  𝑎 * 𝑥 + 𝑎 * 𝑦  

}≡  {𝐸𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟𝑣𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑎 * | 𝑃𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 *

𝑇𝑟𝑢𝑒

𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑟𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑟 é 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑇𝑟𝑢𝑒 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 é 𝑇𝑟𝑢𝑒 𝑡𝑎𝑚𝑏é𝑚.

𝑇𝑟𝑢𝑒 ⇒ (𝑎 *) · 𝑠𝑢𝑚 =   𝑠𝑢𝑚𝑝𝑟𝑜𝑑

[05] Aula CP/TP2 (09-Nov)

F04-Q5

Resolução: a estratégia é conseguir usar a lei de fusão ou a propriedade universal.𝑔 · (𝑓 × 𝑖𝑑) = 𝑔 · 𝑓
Vamos usar esta última, ficando a outra estratégia para casa:

=𝑓 · (𝑔 × ℎ) 𝑎𝑝 · (𝑖𝑑 × ℎ) ·  𝑓 ·  𝑔

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑒𝑥𝑝 (35) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑎𝑝 · (𝑖𝑑 × ℎ) ·  𝑓 ·  𝑔;  𝑓 : = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

𝑎𝑝 · ((𝑎𝑝 · (𝑖𝑑 × ℎ) ·  𝑓 ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ) 

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑒𝑥𝑝 (38) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑔: =  𝑎𝑝 · (𝑖𝑑 × ℎ) ;  𝑓: =  𝑓 

𝑎𝑝 · ((𝑎𝑝 · (𝑖𝑑 × ℎ) · ( 𝑓 × 𝑖𝑑) ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ) 



{ }≡ 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −×  (14)

𝑎𝑝 · ((𝑎𝑝 · ((𝑖𝑑 ·  𝑓) × (ℎ · 𝑖𝑑)) ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 (1) × 2 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠

𝑎𝑝 · ((𝑎𝑝 · (( 𝑓 · 𝑖𝑑) × (𝑖𝑑 · ℎ)) ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −× (14)

𝑎𝑝 · ((𝑎𝑝 · ( 𝑓 × 𝑖𝑑) ·  (𝑖𝑑 × ℎ) ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 − 𝑒𝑥𝑝 (36)

𝑎𝑝 · ((𝑓 ·  (𝑖𝑑 × ℎ) ·  𝑔) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑒𝑥𝑝 (38) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑔: = 𝑓 ·  (𝑖𝑑 × ℎ)  ;  𝑓 : =  𝑔

𝑎𝑝 · (𝑓 ·  (𝑖𝑑 × ℎ) · (𝑔 × 𝑖𝑑) × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 − 𝑒𝑥𝑝 (36)  𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑓: =  𝑓 · (𝑖𝑑 × ℎ) · (𝑔 × 𝑖𝑑)

𝑓 · (𝑖𝑑 × ℎ) · (𝑔 × 𝑖𝑑) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ }≡ 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑜𝑟 −× (14) ;  𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 (1)

𝑓 · (𝑔 × ℎ) = 𝑓 · (𝑔 × ℎ)

{ propriedade reflexiva da igualdade}≡

𝑡𝑟𝑢𝑒

F05-Q1



Resolução:

{ }≡  (1) 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 − 𝑒𝑥𝑝 (35) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : = 𝑔𝐵 ;  𝑓 : = 𝑔 · 𝑎𝑝 

{≡  (2) 
𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (71) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥: = (𝑓, 𝑏); 𝑑𝑒𝑓 − 𝑐𝑜𝑚𝑝 (72); 𝑑𝑒𝑓 −×  (77); 𝑑𝑒𝑓 − 𝑖𝑑 (73)
}

{ }≡  (3) 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒;  𝑑𝑒𝑓 − 𝑎𝑝 (82) × 2 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠 ;

{ }≡  (4) 𝑑𝑒𝑓 − 𝑐𝑜𝑚𝑝 (72);  𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (71)

F05-Q3



Inferência do tipo de : feito no quadroα

Inferência da propriedade grátis:

α

𝐷 + 𝐿 𝐴 × (𝐿 ×

𝑑 + 𝑙 𝑎 × (𝑙 × 𝑚)

𝐷' + 𝐿' 𝐴' × (𝐿' ×

α

(𝑑 + 𝑙) · α = α · (𝑎 × (𝑙 × 𝑚))

F05-Q6

Resolução:

∇ · 𝑖
1

= 𝑖𝑑 ∧  ∇ · 𝑖
2

= 𝑖𝑑

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 +

∇ =  [𝑖𝑑, 𝑖𝑑]

Inferência do tipo de :∇

Inferência da propriedade grátis:



∇

𝐴 𝐴 + 𝐴

𝑓 𝑓 + 𝑓

𝐴' 𝐴' + 𝐴'

∇

∇ ·  𝑓 = (𝑓 + 𝑓) · ∇

F05-Q4

Resolução:

α

𝐹 + 𝐻 𝐹 + 𝐺 × 𝐻

𝑓 + ℎ 𝑓 +  𝑔 ×  ℎ



3 4

α

(𝑓 + ℎ) · α = α ·  (𝑓 +  𝑔 ×  ℎ)

[04] Aula CP/TP2 (02-Nov)

F03-Q6

Resolução da lei (F7):

⟨𝑓, (𝑝 →  𝑔, ℎ)⟩

{ }= (𝐹4)

⟨(𝑝 →  𝑓, 𝑓), (𝑝 →  𝑔, ℎ)⟩

{ }= (𝐹6)

𝑝 →  ⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨𝑓, ℎ⟩



F04-Q1

Resolução (a):

𝑓 𝑘 = 𝑎𝑝 · (𝑘 × 𝑖𝑑)

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (71),  𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑓 = 𝑔 ⇔  ⟨∀𝑥:: 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥⟩

(𝑓 𝑘) 𝑥 = (𝑎𝑝 · (𝑘 × 𝑖𝑑)) 𝑥

{ }≡ (72);  𝑚𝑢𝑑𝑎𝑛ç𝑎 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑙 𝑥 : =  (𝑎, 𝑏)

(𝑓 𝑘) (𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑝 ((𝑘 × 𝑖𝑑) (𝑎, 𝑏))

{ ; (1)}≡ (77)

(𝑓 𝑘) (𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑝 (𝑘 𝑎,  𝑏)

{ }≡ 𝑎𝑝(𝑓, 𝑥) =  𝑓 𝑥  −  𝑡𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑛𝑜 𝑒𝑛𝑢𝑛𝑐𝑖𝑎𝑑𝑜

(𝑓 𝑘) (𝑎, 𝑏) = 𝑘 𝑎 𝑏

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑑𝑎𝑑𝑎

(𝑓 𝑘) (𝑎, 𝑏) = (𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑘) (𝑎, 𝑏)



{ }≡ 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (𝑎𝑝𝑙𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎)

𝑓 𝑘 = 𝑗𝑜𝑠𝑒 

{ }≡ 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙

𝑓 = 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦

Resolução (b): parecida com (a) - TPC

F04-Q4

Resolução:

{ }≡  (1) (36)

{ }≡  (2) (11);  (4);  (1)



F04-Q3

Resolução: vamos seguir os cálculos e justificá-los com as leis da exponenciação e
outras. Como é sabido das aulas teóricas, abrevia e abrevia :𝑓 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑓 𝑓 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑓

𝑓𝑙𝑖𝑝 (𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓)

{ }= 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑙𝑜 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑟𝑎𝑚𝑎

𝑓𝑙𝑖𝑝 (𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝)

{ }= 𝑑𝑒 𝑛𝑜𝑣𝑜 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑓𝑙𝑖𝑝

𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝 · 𝑠𝑤𝑎𝑝

{ }= 𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 .  𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 =  𝑖𝑑

(𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝) · 𝑠𝑤𝑎𝑝

{ }= 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜 (2)

𝑓 · (𝑠𝑤𝑎𝑝 · 𝑠𝑤𝑎𝑝)

{ }= 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑠𝑤𝑎𝑝

𝑓 · 𝑖𝑑

{ }= 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

𝑓



{ }= 𝑖𝑠𝑜𝑚𝑜𝑟𝑓𝑖𝑠𝑚𝑜 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 .  𝑢𝑛𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 = 𝑖𝑑

𝑓

Demonstração  de :𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 𝑥 𝑦 =  𝑓 𝑦 𝑥

𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 = 𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝

{ }≡ 𝑘 =  𝑓 ⇔ 𝑓 =  𝑎𝑝 · (𝑘 ×𝑖𝑑) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 ;  𝑓: = 𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝  

𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝 =  𝑎𝑝 · (𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 ×𝑖𝑑) 

{ }≡ 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (71),  𝑖𝑛𝑡𝑟𝑜𝑑𝑢çã𝑜 𝑑𝑒 (𝑥, 𝑦)

(𝑓 · 𝑠𝑤𝑎𝑝)(𝑥, 𝑦) =  (𝑎𝑝 · (𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 ×𝑖𝑑))(𝑥, 𝑦) 

{ duas vezes }≡ (72)

𝑓(𝑠𝑤𝑎𝑝(𝑥, 𝑦)) =  𝑎𝑝  ((𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 ×𝑖𝑑)(𝑥, 𝑦)) 

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑠𝑤𝑎𝑝;  (77);  (1)

𝑓(𝑦, 𝑥) =  𝑎𝑝  (𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 𝑥, 𝑦)

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑝

𝑓(𝑦, 𝑥) =  𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 𝑥 𝑦

{ }≡ (84)

𝑓𝑙𝑖𝑝 𝑓 𝑥 𝑦 =  𝑓 𝑦 𝑥



F04-Q6

Resolução (a):

𝑗𝑜𝑖𝑛 · 𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛 = 𝑖𝑑

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (71),  𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙;  𝑙𝑒𝑖 (73),  𝐷𝑒𝑓 − 𝑖𝑑

(𝑗𝑜𝑖𝑛 · 𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛) 𝑘 = 𝑘

{ }≡ (72)

𝑗𝑜𝑖𝑛(𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛 𝑘) = 𝑘

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛

𝑗𝑜𝑖𝑛 (𝑘 · 𝑖1, 𝑘 · 𝑖2) = 𝑘

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑗𝑜𝑖𝑛

[𝑘 · 𝑖1, 𝑘 · 𝑖2] = 𝑘

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+

𝑘 · 𝑖1 =  𝑘 · 𝑖1
𝑘 · 𝑖2 =  𝑘 · 𝑖2

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

𝑡𝑟𝑢𝑒



(b):

𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛 · 𝑗𝑜𝑖𝑛 = 𝑖𝑑

{ }≡ (71)

𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛(𝑗𝑜𝑖𝑛 (𝑓, 𝑔)) = (𝑓, 𝑔)

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑗𝑜𝑖𝑛

𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛 [𝑓, 𝑔] = (𝑓, 𝑔)

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑗𝑜𝑖𝑛

( [𝑓, 𝑔] ·  𝑖1, [𝑓, 𝑔] · 𝑖2) = (𝑓, 𝑔)

{ }≡ 𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 −+

( 𝑓, 𝑔) = (𝑓, 𝑔)

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒

𝑡𝑟𝑢𝑒

[03] Aula CP/TP2 (26-Out)



F02-Q6

Resolução: estratégia mais simples é começar (sempre) pela igualdade sem variáveis e
chegar à outra com variáveis. NB: Vamos usar as abreviaturas para facilitar a edição: 𝑧𝑒𝑟𝑜 = 0
, 𝑜𝑛𝑒 = 1

𝑓𝑎𝑐 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑜𝑛𝑒, 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩]

{ (20) }≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 −+ 𝑓 · [𝑔, ℎ] = [𝑓 · 𝑔, 𝑓 · ℎ]

[𝑓𝑎𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑜𝑛𝑒, 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩]  

{≡ 𝐸𝑞 −+  (27) } 

{𝑓𝑎𝑐 · (𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 1
𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩

{ (4)}≡

{𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑓𝑎𝑐 0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 1
𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩

{≡ 𝑟𝑒𝑔𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠;  (71) 𝑛𝑎 2ª 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎} 

{𝑓𝑎𝑐 0 =  1
(𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐) 𝑛 = (𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩) 𝑛

{≡ (72) } 

{_
𝑓𝑎𝑐 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑛) = 𝑚𝑢𝑙 (⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩ 𝑛)

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑑𝑎𝑑𝑎 ;  (76)} 

{−−
𝑓𝑎𝑐 (𝑛 + 1) = 𝑚𝑢𝑙 (𝑛 + 1 ,  𝑓𝑎𝑐 𝑛)



{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑎𝑑𝑎:  𝑚𝑢𝑙(𝑎, 𝑏) = 𝑎 * 𝑏 } 

{𝑓𝑎𝑐 0 =  1
𝑓𝑎𝑐 (𝑛 + 1) = (𝑛 + 1) *  𝑓𝑎𝑐 𝑛

F03-Q1

Resolução:

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · [𝑖𝑑 + 𝑖
1
, 𝑖

2
· 𝑖

2
] = 𝑖𝑑

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (20),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+

[𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖
1
), 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖

2
· 𝑖

2
] = 𝑖𝑑



{≡
}𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  (17),  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑖𝑑;  𝑓 : = 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖

1
);  𝑔 : =   𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖

2
· 𝑖

2

𝑖𝑑 · 𝑖1 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖
1
)

𝑖𝑑 · 𝑖2 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑓 +  𝑔 (21)

𝑖𝑑 · 𝑖1 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · [𝑖1 .  𝑖𝑑,  𝑖2.  𝑖
1
]

𝑖𝑑 · 𝑖2 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

{ ; natural-id (1) três vezes}≡ 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 −+  (20)

𝑖1 =  [𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖1,  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖2.  𝑖
1
]

𝑖2 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

{≡
𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  (17) 𝑛𝑎 1ª 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎;  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑖1;  𝑓 : =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖1;   𝑔 : =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖2.  𝑖

1
 }

𝑖1 ·  𝑖1 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖1
𝑖1 ·  𝑖2 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖2.  𝑖

1
𝑖2 =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖

2
· 𝑖

2

{ }≡ 𝑎 = 𝑏 é 𝑎 𝑚𝑒𝑠𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑖𝑠𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑏 = 𝑎

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖1 =  𝑖1 ·  𝑖1
(𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖

2
) ·  𝑖

1
 =  𝑖1 ·  𝑖2 

(𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2
) · 𝑖

2
=  𝑖2 

{≡
𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  (17) 𝑛𝑎 2ª 𝑒 3ª 𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎,  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙.  𝑖2;  𝑓 : = 𝑖1 · 𝑖2 ;   𝑔 : =  𝑖

2
 }

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖1 =  𝑖1 ·  𝑖1
𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖

2
 =  [𝑖1 · 𝑖2, 𝑖2] 

{≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  (17),  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙;  𝑓 : = 𝑖1 · 𝑖1 ;   𝑔 : =  [𝑖1 · 𝑖2, 𝑖2]  }

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 =  [𝑖1 ·  𝑖1, [𝑖1 · 𝑖2, 𝑖2] ] 



F03-Q2

Resolução:

(𝑏, 𝑎) = ⟨𝑏, 𝑎⟩

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −×  (6) 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : = (𝑏, 𝑎);  𝑓: = 𝑏;  𝑔 : =  𝑎 

{π1 .  (𝑏, 𝑎) = 𝑏
π2 .  (𝑏, 𝑎) = 𝑎

{≡ 𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑧𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑒𝑖 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4) } 

{π1(𝑏, 𝑎) = 𝑏
π2 (𝑏, 𝑎) = 𝑎

{≡ 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠:  𝑎 = 𝑏 ≡ 𝑎 =  𝑏 } 

{π1(𝑏, 𝑎) =  𝑏
π2(𝑏, 𝑎) =  𝑎

{≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑗𝑒çõ𝑒𝑠 (79) }

{𝑏 =  𝑏
𝑎 =  𝑎

{≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒}



True

F03-Q5

Resolução:

 (𝑝 → 𝑓, 𝑔) · ℎ 

{ }= 𝑙𝑒𝑖 (30):  𝐷𝑒𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑒  𝑀𝑐𝑎𝑟𝑡ℎ𝑦 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

[𝑓, 𝑔] · 𝑝? · ℎ 

{ }= 𝑙𝑒𝑖 (29)

[𝑓, 𝑔] · (ℎ + ℎ) · (𝑝 · ℎ)?

{ }= 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑒 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑟çã𝑜 −+  (22) 𝑝? · 𝑓 = (𝑓 + 𝑓) · (𝑝 · 𝑓)?

[𝑓 · ℎ, 𝑔 · ℎ] · (𝑝 · ℎ)?

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 [𝑔, ℎ] · (𝑖 + 𝑗) = [𝑔 · 𝑖, ℎ · 𝑗]

 (𝑝 · ℎ) → (𝑓 · ℎ), (𝑔 · ℎ)



F03-Q6

Resolução da lei (F6):

⟨(𝑝 → 𝑓, ℎ), (𝑝 → 𝑔, 𝑖)⟩

{ }= 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 (30) 𝑥 2 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

⟨[𝑓, ℎ] · 𝑝?, [𝑔, 𝑖] · 𝑝? ⟩

{ }= 𝑓𝑢𝑠ã𝑜 −×  (9) ⟨𝑔, ℎ⟩ · 𝑓 = ⟨𝑔 · 𝑓, ℎ · 𝑓⟩

⟨[𝑓, ℎ], [𝑔, 𝑖]⟩ · 𝑝?

{ }= 𝑙𝑒𝑖 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑜𝑐𝑎 (28) [⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨ℎ, 𝑘⟩] = ⟨[𝑓, ℎ], [𝑔, 𝑘]⟩

[⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨ℎ, 𝑖⟩] · 𝑝?

{ }= 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 (30) 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

𝑝 → ⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨ℎ, 𝑖⟩

Resolução da lei (F7) facilitada se igualarmos 𝑓 =  𝑝 → 𝑓, 𝑓

[03] Aula CP/TP2 (26-Out)



F02-Q4

𝑐𝑜𝑠𝑤𝑎𝑝 · 𝑐𝑜𝑠𝑤𝑎𝑝

= { 𝐷𝑒𝑓 − 𝑐𝑜𝑠𝑤𝑎𝑝 } 𝑐𝑜𝑠𝑤𝑎𝑝 = [𝑖
2
, 𝑖

1
]

[𝑖
2
, 𝑖

1
] · [𝑖

2
, 𝑖

1
]

= { 𝑙𝑒𝑖 (20),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+  } 𝑓 · [𝑔, ℎ] = [𝑓 · 𝑔, 𝑓 · ℎ]

[[𝑖
2
, 𝑖

1
] · 𝑖

2
, [𝑖

2
, 𝑖

1
] · 𝑖

1
]

= { 𝑙𝑒𝑖 (18),  𝐶𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 −+  }

[𝑖
1
, 𝑖

2
]

= { 𝑙𝑒𝑖 (19),  𝑅𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥ã𝑜 −+  } [𝑖
1
, 𝑖

2
] = 𝑖𝑑

𝐴+𝐵

𝑖𝑑



Nota: As setas diagonais que se cruzam podem parecer confusas, mas representam bem a ideia de
estar um troca presente no coswap.



F02-Q6

Resolução: estratégia mais simples é começar (sempre) pela igualdade sem variáveis e
chegar à outra com variáveis. NB: Vamos usar as abreviaturas para facilitar a edição: 𝑧𝑒𝑟𝑜 = 0
, 𝑜𝑛𝑒 = 1

𝑓𝑎𝑐 · [𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑜𝑛𝑒, 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩]

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (20),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+
𝑓 · [𝑔, ℎ] = [𝑓 · 𝑔, 𝑓 · ℎ]

[𝑓𝑎𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐] = [𝑜𝑛𝑒, 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩]  
{≡ 𝑙𝑒𝑖 (27),  𝐸𝑞 −+  :

\
}𝑓: = 𝑓𝑎𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜,  𝑔: = 𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐,  ℎ: = 𝑜𝑛𝑒,  𝑘: = 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐 ,  𝑓𝑎𝑐⟩

{𝑓𝑎𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜 = 𝑜𝑛𝑒
𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐 = 𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (71),  𝐼𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 × 2

𝑓 = 𝑔 ⇔ ⟨∀𝑥 ::  𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥⟩

{(𝑓𝑎𝑐 · 𝑧𝑒𝑟𝑜) 𝑥 = 𝑜𝑛𝑒 𝑥
(𝑓𝑎𝑐 · 𝑠𝑢𝑐𝑐) 𝑥 = (𝑚𝑢𝑙 · ⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩) 𝑥

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (72),  𝐷𝑒𝑓 − 𝑐𝑜𝑚𝑝 × 3 (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

{𝑓𝑎𝑐 (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) = 𝑜𝑛𝑒 𝑥
𝑓𝑎𝑐 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑥) = 𝑚𝑢𝑙 (⟨𝑠𝑢𝑐𝑐, 𝑓𝑎𝑐⟩ 𝑥)

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (76),  𝐷𝑒𝑓 − 𝑠𝑝𝑙𝑖𝑡 ⟨𝑓, 𝑔⟩ 𝑥 = (𝑓 𝑥, 𝑔 𝑥)

{𝑓𝑎𝑐 (𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑥) = 𝑜𝑛𝑒 𝑥
𝑓𝑎𝑐 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑥) = 𝑚𝑢𝑙 (𝑠𝑢𝑐𝑐 𝑥, 𝑓𝑎𝑐 𝑥)



{ }≡ 𝐷𝑒𝑓 − 𝑜𝑛𝑒,  𝐷𝑒𝑓 − 𝑠𝑢𝑐𝑐,  𝐷𝑒𝑓 − 𝑚𝑢𝑙,  𝐷𝑒𝑓 − 𝑧𝑒𝑟𝑜

{𝑓𝑎𝑐 0 = 1
𝑓𝑎𝑐 (𝑥 + 1) = (𝑥 + 1) * 𝑓𝑎𝑐 𝑥

F03-Q1

Resolução:

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · [𝑖𝑑 + 𝑖
1
, 𝑖

2
· 𝑖

2
] = 𝑖𝑑

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (20),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+ 𝑓 · [𝑔, ℎ] = [𝑓 · 𝑔, 𝑓 · ℎ]

[𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖
1
), 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖

2
· 𝑖

2
)] = 𝑖𝑑 

{≡ 𝑙𝑒𝑖 (17),  𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+  :
}𝑘 = 𝑖𝑑,  𝑓 = 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖

1
),  𝑔 = 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖

2
· 𝑖

2
)

{𝑖𝑑 · 𝑖
1

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖
1
)



𝑖𝑑 · 𝑖
2

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖
2

· 𝑖
2
)

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (1),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑 ×  2 𝑓 · 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑 · 𝑓 = 𝑓

{𝑖
1

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖𝑑 + 𝑖
1
)

𝑖
2

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖
2

· 𝑖
2
)

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (21),  𝐷𝑒𝑓 −+ 𝑓 + 𝑔 = [𝑖
1

· 𝑓,  𝑖
2

· 𝑔]

{𝑖
1

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · [𝑖
1

· 𝑖𝑑, 𝑖
2

· 𝑖
1
]

𝑖
2

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (20),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 −+;  𝑙𝑒𝑖 (1),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑖𝑑

𝑓 · [𝑓, 𝑔] = [𝑓 · 𝑔, 𝑓 · ℎ] 𝑓 · 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑 · 𝑓 = 𝑓

{𝑖
1

= [𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
1
, 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖

2
· 𝑖

1
)]

𝑖
2

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (17),  𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+: 𝑘 = 𝑖
1
, 𝑓 = 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖

1
, 𝑔 = 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖

2
· 𝑖

1
)

{𝑖
1

· 𝑖
1

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
1
 ∧  𝑖

1
· 𝑖

2
= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · (𝑖

2
· 𝑖

1
)

𝑖
2

= 𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖
2

· 𝑖
2

Daqui podemos concluir que , cf:𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 = [𝑖
1

· 𝑖
1
, [𝑖

1
· 𝑖

2
, 𝑖

2
]]

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖1 =  𝑖1 · 𝑖1
𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖2 · 𝑖1 =  𝑖1 · 𝑖2
𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖2 · 𝑖2 =  𝑖2

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 .  𝑖1 =  𝑖1 · 𝑖1
𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 · 𝑖2 =  [𝑖1 · 𝑖2,  𝑖2]

𝑐𝑜𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑙 =  [𝑖1 · 𝑖1,  𝑖2 +  𝑖𝑑]

F03-Q2



Resolução:

(𝑏, 𝑎) = ⟨𝑏, 𝑎⟩

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (6),  𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −×  :  𝑘 = (𝑏, 𝑎),  𝑓 = 𝑏,  𝑔 = 𝑎

{π
1

· (𝑏, 𝑎) = 𝑏
π

2
· (𝑏, 𝑎) =  𝑎

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (4),  𝐹𝑢𝑠ã𝑜 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑓 · 𝑘 = 𝑓 𝑘

{π
1
 (𝑏, 𝑎) = 𝑏

π
2
 (𝑏, 𝑎) = 𝑎

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (79),  𝐷𝑒𝑓 − 𝑝𝑟𝑜𝑗 π
1
 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧  π

2
 (𝑥, 𝑦) = 𝑦

{𝑏 = 𝑏
𝑎 = 𝑎

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒

𝑇𝑟𝑢𝑒



F03-Q5

Resolução:

 (𝑝 → 𝑓, 𝑔) · ℎ 

{ }= 𝑙𝑒𝑖 (30):  𝐷𝑒𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑒  𝑀𝑐𝑎𝑟𝑡ℎ𝑦 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 (𝑓 · 𝑔) · ℎ = 𝑓 · (𝑔 · ℎ)

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟)

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 𝑝? · 𝑓 = (𝑓 + 𝑓) · (𝑝 · 𝑓)?

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 (𝑓 · 𝑔) · ℎ = 𝑓 · (𝑔 · ℎ) [𝑔, ℎ] · (𝑖 + 𝑗) = [𝑔 · 𝑖, ℎ · 𝑗]

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

(𝑝 · ℎ) → (𝑓 · ℎ), (𝑔 · ℎ)

F03-Q6



Resolução da lei (F6):

⟨(𝑝 → 𝑓, ℎ), (𝑝 → 𝑔, 𝑖)⟩

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 ⟨𝑔, ℎ⟩ · 𝑓 = ⟨𝑔 · 𝑓, ℎ · 𝑓⟩

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 [⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨ℎ, 𝑘⟩] = ⟨[𝑓, ℎ], [𝑔, 𝑘]⟩

𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟

{ }= 𝑙𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 𝑝 → 𝑓, 𝑔 = [𝑓, 𝑔] · 𝑝?

𝑝 → ⟨𝑓, 𝑔⟩, ⟨ℎ, 𝑖⟩

Resolução da lei (F7) facilitada se igualarmos 𝑓 =  𝑝 → 𝑓, 𝑓



[02] Aula CP/TP2 (19-Out)

F01-Q3

Primeiro split

π
2
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵  

π
1
: 𝐶 × 𝐷 → 𝐶  

O split vai forçar que seja igual a , quer dizer e𝐴 × 𝐵 𝐶 × 𝐷 𝐴 = 𝐶 𝐵 = 𝐷

π
2
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵  𝑒  π

1
: 𝐴 ×  𝐵 → 𝐴  .

Agora fazemos o split:

< π
2
,  π 1 >  : 𝐴 × 𝐵 →  𝐵 ×  𝐴 

Segundo  split

< π
2
,  π 1 >  : 𝐶 × 𝐷 →  𝐷 ×  𝐶 

Composição: a saída o 1º split tem de ser igual à entrada do 2º split. Logo𝐵 ×  𝐴

ou seja,𝐵 × 𝐴 =  𝐶 × 𝐷 𝐵 = 𝐶 ∧ 𝐴 = 𝐷

< π
2
,  π 1 >  : 𝐴 × 𝐵 →  𝐵 ×  𝐴 

< π
2
,  π 1 >  : 𝐵 × 𝐴 →  𝐴 ×  𝐵 

Em suma: < π
2
,  π 1 >  · < π

2
,  π 1 >  :  𝐴 × 𝐵 → 𝐴 × 𝐵



F01-Q4

1ª parte:

π
1
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴

π
1
: 𝐶 × 𝐷 → 𝐶

𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎𝑠 𝑑𝑢𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑚:  𝐴 =  𝐶 × 𝐷

π
1
: (𝐶 × 𝐷) × 𝐵 → 𝐶 × 𝐷

π
1
: 𝐶 × 𝐷 → 𝐶

Logo π
1

· π
1
 : (𝐶 × 𝐷) × 𝐵 → 𝐶 

π
2
: 𝐸 × 𝐹 → 𝐹

𝑖𝑑: 𝐺 → 𝐺

π
2

× 𝑖𝑑 :  (𝐸 × 𝐹) × 𝐺 →  𝐹 × 𝐺

π
2

× 𝑖𝑑 :  (𝐶 × 𝐷) × 𝐵 →  𝐷 × 𝐵

Finalmente

𝑓 =  < π
1

· π
1
,  π

2
× 𝑖𝑑 >:(𝐶 × 𝐷) × 𝐵 → 𝐶 ×  (𝐷 × 𝐵)

2ª parte:



π
2
: 𝐸 × 𝐹 → 𝐹

𝑖𝑑: 𝐾 → 𝐾

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎𝑟

3ª parte: split força igualdade …….

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎𝑟

F02-Q1

Resolução (a):

[𝑖
1
, 𝑖

2
] = 𝑖𝑑

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+,  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 : =  𝑖𝑑,  𝑓 : =  𝑖1 ,  𝑔 : =  𝑖2 

{𝑖𝑑 · 𝑖1 =  𝑖1
𝑖𝑑 · 𝑖2 =  𝑖2



{ }≡ 𝑖𝑑 é 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜 𝑓 · 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑 · 𝑓 = 𝑓

{𝑖1 =  𝑖1
𝑖2 =  𝑖2

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 × 2

𝑇𝑟𝑢𝑒

Resolução (b):

⟨ℎ, 𝑘⟩ · 𝑓 = ⟨ℎ · 𝑓, 𝑘 · 𝑓⟩

{ }≡ 𝑢𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −×  

{(π1 . < ℎ, 𝑘 >) · 𝑓 =  ℎ · 𝑓
(π2 . < ℎ, 𝑘 >) · 𝑓 =  𝑘 · 𝑓

{ }≡ 𝑐𝑎𝑛𝑐𝑒𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 ×  

{ℎ · 𝑓 =  ℎ · 𝑓
𝑘 · 𝑓 =  𝑘 · 𝑓

{ }≡ 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 × 2 

{𝑇𝑟𝑢𝑒
𝑇𝑟𝑢𝑒

{ }≡ 𝑝𝑟𝑒𝑒𝑛𝑐ℎ𝑒𝑟 

𝑇𝑟𝑢𝑒



F02-Q2

Resolução:

[𝑘, 𝑘] = 𝑘

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (17),  𝑈𝑛𝑖𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 −+,  𝑘: = 𝑘;  𝑓: = 𝑘;  𝑔: = 𝑘

{𝑘 · 𝑖
1

= 𝑘
𝑘 · 𝑖

2
= 𝑘

{ }≡ 𝑙𝑒𝑖 (3),  𝑁𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 · 𝑓 = 𝑘

{𝑘 = 𝑘
𝑘 = 𝑘

{ }≡ 𝑒𝑚 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑚á𝑡𝑖𝑐𝑎,  ∀𝑎::  𝑎 =  𝑎;  𝑎 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑑𝑎𝑑𝑒 é 𝑢𝑚𝑎 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑣𝑎

𝑇𝑟𝑢𝑒

Tipos:  

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 :  𝐴 → 𝐾

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 :  𝐵 → 𝐾

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 :  𝐴 + 𝐵 → 𝐾



[01] Aula CP/TP2 (12-Out)

F01-Q1

(a-1)
(𝑓 · 𝑔) 𝑥

{ definição ao lado }= (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

𝑓(𝑔 𝑥)

{ g x = x +1 }=

𝑓(𝑥 + 1)

{ f x = 2 * x }=

2 * (𝑥 + 1)

{ preencher }=

2 𝑥 +  2



(a-2)

(𝑓 · 𝑔) 𝑥

{ definição ao lado }= (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

𝑓(𝑔(𝑥))

{ g x = 2*x }=

𝑓(2 * 𝑥)

{ f x = succ x }=

𝑠𝑢𝑐𝑐(2 * 𝑥)

{ succ x = x+1 }=

2𝑥 + 1

(a-3)

(𝑓 · 𝑔) 𝑥

{ definição ao lado }= (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

𝑓(𝑔(𝑥))

{ g x = length x }=

𝑓(𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑥)

{ f x = succ x }=

𝑠𝑢𝑐𝑐(𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑥)

{ succ x = x+1 }=

(𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑥) + 1



(a-4)

(𝑓 · 𝑔) (𝑥, 𝑦)

{ definição ao lado }= (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

𝑓(𝑔(𝑥, 𝑦))

{ g (x,y) = x+y }=

𝑓(𝑥 + 𝑦)

{ f x = succ (2*) }= ·

(𝑠𝑢𝑐𝑐 · (2 *))(𝑥 + 𝑦)

{ definição ao lado }=

𝑠𝑢𝑐𝑐((2 *)(𝑥 + 𝑦))

{ succ x = x+1 }=

(2 *)(𝑥 + 𝑦) + 1

{ Propriedade distributiva }=

2𝑥 + 2𝑦 + 1

(b)
(𝑓 · 𝑔) · ℎ =  𝑓 · (𝑔 · ℎ) 

{ igualdade extensional }≡ 𝑓 = 𝑔 ⇔ ⟨∀𝑥 ::  𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥⟩

((𝑓 · 𝑔) · ℎ) 𝑥 =  (𝑓 · (𝑔 · ℎ)) 𝑥  

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜 𝑥 2 (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

(𝑓 · 𝑔) (ℎ 𝑥) =  𝑓 ((𝑔 · ℎ) 𝑥) 

{ }≡ 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖çã𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜 𝑥 2 (𝑓 · 𝑔) 𝑥 = 𝑓 (𝑔 𝑥)

𝑓 (𝑔 (ℎ 𝑥)) =  𝑓 (𝑔 (ℎ 𝑥))



{ propriedade reflexiva da igualdade, - “uma coisa é sempre igual a si própria” }≡ ∀𝑎 ::  𝑎 =  𝑎

𝑇𝑟𝑢𝑒 

( c )

𝑓 · 𝑖𝑑 =  𝑖𝑑 · 𝑓 = 𝑓

{ Lei 71 x 3  }=

(𝑓 · 𝑖𝑑) 𝑥 =  (𝑖𝑑 · 𝑓) 𝑥 = 𝑓 𝑥

{ (Lei 72) }=

𝑓(𝑖𝑑 𝑥) =  𝑖𝑑 (𝑓 𝑥) =  𝑓 𝑥

{ (Lei 73) }=

𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑥

{}=

𝑓 =  𝑓 =  𝑓

{ propriedade reflexiva da igualdade}=

𝑡𝑟𝑢𝑒



F01-Q2

a) Mostre que (𝑓 × 𝑔) (𝑥, 𝑦) =  (𝑓 𝑥,  𝑔 𝑦)

(𝑓 × 𝑔) (𝑥, 𝑦)

{ ie.  (F1) acima }= 𝑓 × 𝑔 =  ⟨𝑓 · π
1
 ,  𝑔 · π

2
⟩ 

⟨𝑓 · π
1
 ,  𝑔 · π

2
⟩  (𝑥, 𝑦)

{ definição de split de funções }=

((𝑓 · π
1
) (𝑥, 𝑦) ,  (𝑔 · π

2
)  (𝑥, 𝑦))

{ definição de composição x 2 }=

(𝑓 (π
1
 (𝑥, 𝑦)) ,  𝑔(π

2
  (𝑥, 𝑦)))

{ definição das projeções }=

(𝑓 𝑥 ,  𝑔 𝑦)



b) Mostre que π
1

· (𝑓 × 𝑔) = 𝑓 · π
1

TPC π
1

· (𝑓 × 𝑔)

{ Def - x (10) }=

π
1
·⟨𝑓 · π

1
 ,  𝑔 · π

2
⟩

{ Cancelamento - x (7) }=

𝑓 · π
1

Mostre que (TPC)π
2

· (𝑓 × 𝑔) = 𝑔 · π
2

π
2

· (𝑓 × 𝑔)

{ Def - x (10) }=

π
2
·⟨𝑓 · π

1
 ,  𝑔 · π

2
⟩

{ Cancelamento - x (7) }=

𝑔 · π
2

Mostre que 𝑖𝑑 × 𝑖𝑑 = 𝑖𝑑

𝑖𝑑 × 𝑖𝑑

{ Def - x (10)}=

⟨𝑖𝑑 · π
1
 ,  𝑖𝑑 · π

2
⟩

{ Natural - id (1) }=

⟨π
1
 ,  π

2
⟩

{ Reflexão - x (8) }=

𝑖𝑑



Mostre que (𝑓 × 𝑔) · (ℎ × 𝑘) = (𝑓 · ℎ) × (𝑔 · 𝑘)

(𝑓 × 𝑔) · (ℎ × 𝑘) =  (𝑓 · ℎ) × (𝑔 · 𝑘)

{ preencher }≡

((𝑓 × 𝑔) · (ℎ × 𝑘)) (𝑥, 𝑦) =  ((𝑓 · ℎ) × (𝑔 · 𝑘))(𝑥, 𝑦)

{ esquerda: composição de funções ; direita: definição de produto }≡

(𝑓 × 𝑔)((ℎ × 𝑘) (𝑥, 𝑦)) =  ((𝑓 · ℎ) 𝑥, (𝑔 · 𝑘) 𝑦)

{ esquerda: definição de produto; direita: composição de funções x 2 }=

(𝑓 × 𝑔)(ℎ 𝑥,  𝑘 𝑦) =  (𝑓(ℎ 𝑥), 𝑔(𝑘 𝑦))

{ esquerda: definição de produto }=

(𝑓(ℎ 𝑥),  𝑔(𝑘 𝑦)) =  (𝑓(ℎ 𝑥), 𝑔(𝑘 𝑦))

{ propriedade reflexiva da igualdade }=

𝑇𝑟𝑢𝑒



F01-Q3

Primeiro split

π
2
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵  

π
1
: 𝐶 × 𝐷 → 𝐶  

Fazer split destas funções, , origina a unificação . ie⟨π
2
,  π

1
⟩ 𝐴 × 𝐵 = 𝐶 × 𝐷 𝐴 = 𝐶 ∧ 𝐵 = 𝐷

π
2
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵  

π
1
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴  

+⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐴 × 𝐵 → 𝐵 × 𝐴 

Segundo  split

⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐶 × 𝐷 → 𝐷 × 𝐶

Logo teremos:

⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐴 × 𝐵 → 𝐵 × 𝐴

⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐶 × 𝐷 → 𝐷 × 𝐶 

O tipo de entrada da função consumidora tem que ser igual ao tipo de saída da função
produtora.

isto é𝐵 × 𝐴 = 𝐶 × 𝐷 𝐵 = 𝐶 ∧ 𝐴 = 𝐷

⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐴 × 𝐵 → 𝐵 × 𝐴

⟨π
2
,  π

1
⟩ :  𝐵 × 𝐴 → 𝐴 × 𝐵   

E finalmente:



:⟨π
2
,  π

1
⟩ · ⟨π

2
,  π

1
⟩  𝐴 × 𝐵 → 𝐴 × 𝐵

F01-Q4

1ª parte:

π
1
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴

π
1
: 𝐶 × 𝐷 → 𝐶

Unificação implicada pela composição: 𝐶 = 𝐴 × 𝐵

π
1
: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴

π
1
: (𝐴 × 𝐵) × 𝐷 → 𝐴 × 𝐵

Agora as duas funções já compõem: qual vai ser o tipo da composição?

π
1

· π
1
: (𝐴 × 𝐵) × 𝐷 → 𝐴

2ª parte:

π
2
: 𝐸 × 𝐹 → 𝐹

𝑖𝑑: 𝐾 → 𝐾

π
2

× 𝑖𝑑: (𝐸 × 𝐹) × 𝐾 → 𝐹 × 𝐾

3ª parte: split força igualdade isto é e e(𝐴 × 𝐵) × 𝐷 = (𝐸 × 𝐹) × 𝐾 𝐷 = 𝐾 𝐴 = 𝐸 𝐵 = 𝐹

π
1

· π
1
: (𝐴 × 𝐵) × 𝐷 → 𝐴

π
2

× 𝑖𝑑: (𝐴 × 𝐵) × 𝐷 → 𝐵 × 𝐷



⟨π
1

· π
1
, π

2
× 𝑖𝑑⟩: (𝐴 × 𝐵) × 𝐷 → 𝐴 × (𝐵 × 𝐷)



F01-Q5

TPC

F01-Q6

uncurry :: (a -⟩ b -⟩ c) -⟩ (a, b) -⟩ c
uncurry f (a,b) = f a b

curry :: ((a, b) -⟩ c) -⟩ a -⟩ b -⟩ c
curry g a b = g(a,b)

flip :: (a -> b -⟩ c) -⟩ b -⟩ a -⟩ c
flip f b a = f a b




