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k (10+)



"

k f ¨ Leaf “ Leaf ¨ f
k f ¨ Fork “ Fork ¨ pk f ˆ k f q

” t Eq-` ; fusão-` ; absorção-` u

k f ¨ rLeaf ,Fork s “ rLeaf ,Fork s ¨ pf ` k f ˆ k f q

” t rLeaf ,Fork s “ in ; functor-` u

k f ¨ in “ in ¨ pf ` idq ¨ pid ` k f ˆ k f q



Z

f
✏✏

LTree

k f “L g M
✏✏

Z ` LTree
2inoo

id`pk f q
2

✏✏

Z LTree Z ` LTree
2

f `idvv

g
oo

Z ` LTree
2

in

ff

k f ¨ in “ in ¨ pf ` idq ¨ pid ` k f ˆ k f q



k f ¨ in “ in ¨ pf ` idq ¨ pid ` k f ˆ k f q

A

f
✏✏

LTree

k f “L g M
✏✏

A ` LTree
2inoo

id`pk f q
2

✏✏

B LTree A ` LTree
2

f `idvv

g
oo

B ` LTree
2

in

ff



k f ¨ in “ in ¨ pf ` idq ¨ pid ` k f ˆ k f q

A

f
✏✏

LTree

k f “L g M
✏✏

A ` LTree
2inoo

id`pk f q
2

✏✏

B LTree A ` LTree
2

f `idvv

g
oo

B ` LTree
2

in

ff



A

f

✏✏

LTree A

k f “L g M
✏✏

A ` pLTree Aq2
inAoo

id`pk f q
2

✏✏

B LTree B A ` pLTree Bq2

f `iduu

g
oo

B ` pLTree Bq2
inB

hh

k f “ L in ¨ pf ` idq M



k f “ L in ¨ pf ` idq M



k f “ L in ¨ pf ` idq M

k id “ L in M “ id



L g M ¨ L in ¨ pf ` idq M “ L g ¨ pf ` idq M

ð t fusão-cata u

L g M ¨ in ¨ pf ` idq “ g ¨ pf ` idq ¨ pid ` L g M2q

” t cancelamento-cata u

g ¨ pid ` L g M2q ¨ pf ` idq “ g ¨ pf ` idq ¨ pid ` L g M2q

” t functor-` duas vezes; natural-id quatro vezes u

g ¨ pf ` L g M2q “ g ¨ pf ` L g M2q

” t trivial u

true



k id “ L in M “ id

k pf ¨ gq

“ t k f “ L in ¨ pf ` idq M u

L in ¨ pf ¨ g ` idq M

“ t functor-` etc u

L in ¨ pf ` idq ¨ pg ` idq M

“ t absorção-cata u

L in ¨ pf ` idq M ¨ L in ¨ pg ` idq M

“ t k f “ L in ¨ pf ` idq M duas vezes u

k f ¨ k g

k pf ¨ gq = k f ¨ k g





A

f

✏✏

LTree A

k f “L g M
✏✏

A ` pLTree Aq2
inAoo

id`pk f q
2

✏✏

B LTree B A ` pLTree Bq2

f `iduu

g
oo

B ` pLTree Bq2
inB

hh

k f “ L in ¨ pf ` idq M



A

f

✏✏

LTree A

LTree f “ L in¨pf `idq M

✏✏

B LTree B

FUNCTOR DO TIPO LTREE



FUNCTOR DO TIPO LTREE

LTree A

out
--

– A ` pLTree Aq2
loooooooomoooooooon

F pLTree Aq
in

kk

LTree B

out
--

– B ` pLTree Bq2
loooooooomoooooooon

F pLTree Bq
in

kk



FUNCTOR DO TIPO LTREE

LTree A

out
--

– A ` pLTree Aq2
loooooooomoooooooon

F pLTree Aq
in

kk

LTree B

out
--

– B ` pLTree Bq2
loooooooomoooooooon

F pLTree Bq
in

kk

F X “ A ` X
2

?

F X “ B ` X
2

?



BIFUNCTOR DO TIPO LTREE

LTree X

out
--

– X ` pLTree X q2
loooooooomoooooooon

B pX ,LTree X q
in

kk

B pX ,Y q “ X ` Y
2



CATAMORFISMOS  (GENERALIZAÇÃO)

T

out
))

k
✏✏

– F T

in

hh

F k
✏✏

C F C

g

hh

T A

out
,,

k
✏✏

– B pA, T Aq

in

jj

B pid,kq
✏✏

C B pA,C q
g

ii



CATAMORFISMOS  (CASO GERAL)

T A

out
,,

k
✏✏

– B pA, T Aq

in

jj

B pid,kq
✏✏

C B pA,C q
g

ii

Propriedade universal

k “ L g M ô k ¨ in “ g ¨ B pid, kq
(Apontamentos: páginas 97-101)

“ L M ô ¨ “

Functor do tipo:

T f “ L in ¨ B pf , idq M

Abreviatura:

F k “ B pid, kq



CATAMORFISMOS  (LEIS)

Universal-cata k = L g M ⇔ k · in = g · F k (43)

Cancelamento-cata L g M · in = g · F L g M (44)

Reflexão-cata L in M = idT (45)

Fusão-cata f · L g M = L h M ⇐ f · g = h · F f (46)

Base-cata F f = B (id, f ) (47)

Def-map-cata T f = (|in · B(f, id)|) (48)

Absorção-cata (|g|) · T f = (|g · B(f, id)|) (49)



BIFUNCTORES

A

f
✏✏

C

g
✏✏

B pA,C q

B pf ,gq
✏✏

D E B pD ,E q



BIFUNCTORES  (LEIS)

A

f
✏✏

C

g
✏✏

B pA,C q

B pf ,gq
✏✏

D E B pD ,E q

B pid, idq “ id

B ph ¨ f , k ¨ gq “ B ph, kq ¨ B pf , gq



ABSORÇÃO-CATA

TA

Tf

✏✏

BpA,TAq
inAoo

Bpid,Tfq

✏✏

TC

L g M

✏✏

BpC,TCq
inC

oo

Bpid,L g Mq

✏✏

BpA,TCq
Bpf,idq

oo

Bpid,L g Mq

✏✏

D BpC,Dqg
oo BpA,Dq

Bpf,idq
oo

A

f

✏✏

C

L g M ¨ Tf “ L g ¨ B pf , idq M



(a) Árvores com informação de tipo A nos nós:

T = BTree A

⇢

F X = 1 + A× X 2

F f = id+ id× f 2
in = [Empty ,Node]

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))

(b) Árvores com informação de tipo A nas folhas:

T = LTree A

⇢

F X = A+ X 2

F f = id+ f 2
in = [Leaf ,Fork ]

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a, LTree a)

(c) Árvores com informação nos nós e nas folhas:

T = FTree B A

⇢

F X = B + A× X 2

F f = id+ id× f 2
in = [Unit ,Comp]

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a))

(d) Árvores de expressão:

T = Expr V O

⇢

F X = V +O × X ∗

F f = id+ id×map f
in = [Var ,Op]

Haskell: data Expr v o = Var v | Op (o, [Expr v o ])



(a) Árvores com informação de tipo A nos nós:

T = BTree X

⇢

B (X ,Y ) = 1 +X × Y 2

B (f , g) = id+ f × g2
in = [Empty ,Node]

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))

(b) Árvores com informação de tipo A nas folhas:

T = LTree X

⇢

B (X ,Y ) = X + Y 2

B (f , g) = f + g2
in = [Leaf ,Fork ]

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a, LTree a)

(c) Árvores com informação nos nós e nas folhas:

T = FTree Z X

⇢

B (Z ,X ,Y ) = Z + X × Y 2

B (h, f , g) = h + f × g2
in = [Unit ,Comp]

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a))

(d) Árvores de expressão:

T = Expr Z X

⇢

B (Z ,X ,Y ) = Z + X × Y ∗

B (h, f , g) = h + f ×map g
in = [Var ,Op]

Haskell: data Expr v o = Var v | Op (o, [Expr v o ])



Rose A

out
--

– A ˆ pRose Aq˚

in

kk



Rose A

out
--

– A ˆ pRose Aq˚

in

kk

A ˆ Y
˚

X ˆ Y
˚

B pX ,Y q “ X ˆ Y ˚

B pf , gq “ f ˆ g˚



B pX ,Y q “ X ˆ Y ˚

B pf , gq “ f ˆ g˚

f >< map g



A A ⇥ B
π1

oo

π2
// B

C
f

cc

h f ,gi

OO

g

<<
A

i1 //

f
##

A + B

[ f ,g]
✏✏

B
i2oo

g
||

C

⬆ ⬇



⬆ ⬇

T

out
))

k
✏✏

– F T

in

hh

F k
✏✏

B F B

g

hh

κατα (cata)and ανα (ana)

T

out

55– F T

in

vv

C

g

55

k

OO

F C

F k

OO



ANAMORFISMOS

T A

out

22
– B pA,T Aq

in

tt

C

k“rpgqs

OO

g
22
B pA,C q

B pid,kq“F k

OO

k “ rpgqs ô in ¨ F k ¨ g



ANAMORFISMOS

Universal-ana k = [(g)] ⇔ out · k = (F k) · g (52)

Cancelamento-ana out · [(g)] = F [(g)] · g (53)

Reflexão-ana [(out)] = idT (54)

Fusão-ana [(g)] · f = [(h)] ⇐ g · f = (F f) · h (55)

Base-ana F f = B (id, f ) (56)

Def-map-ana T f = [(B(f, id) · out)] (57)

Absorção-ana T f · [(g)] = [(B(f, id) · g)] (58)



rp qs



ANAMORFISMOS

N0
˚

1 ` N0 ˆ N0
˚in

oo

N0

k

OO

outN0

// 1 ` N0
id`xsucc,idyq

// 1 ` N0 ˆ N0

id`idˆk

OO



k “ rppid ` xsucc, idyq ¨ outN0
qs

” t ana-universal u

k “ in ¨ pid ` id ˆ kq ¨ pid ` xsucc, idyq ¨ outN0

” t isomorfismo inN0
{ outN0

u

k ¨ inN0
“ in ¨ pid ` id ˆ kq ¨ pid ` xsucc, idyq

” t functor-`; absorção-ˆ u

k ¨ inN0
“ in ¨ pid ` xsucc, kyq



” t definições de in e inN0
; fusão e absorção-` u

rk ¨ 0, k ¨ succs “ rnil, cons ¨ xsucc, kys

” t Eq-` u
"

k ¨ 0 “ nil

k ¨ succ “ cons ¨ xsucc, ky

” t passagem a pointwise u
"

k 0 “ r s
k pn ` 1q “ pn ` 1q : k n



N0
˚

1 ` N0 ˆ N0
˚in

oo

N0

k

OO

outN0

// 1 ` N0
id`xsucc,idyq

// 1 ` N0 ˆ N0

id`idˆk

OO



N0 1 ` N0 ˆ N0

r1 ,muls
oo

N0
˚

m

OO

1 ` N0 ˆ N0
˚in

oo

id`idˆm

OO

N0

k

OO

outN0

// 1 ` N0
id`xsucc,idyq

// 1 ` N0 ˆ N0

id`idˆk

OO



f “ m ¨ k

” t m “ L r1 ,muls M e k “ rppid ` xsucc, idyq ¨ outN0
qs u

f “ L r1,muls M ¨ rppid ` xsucc, idyq ¨ outN0
qs

” t cancelamento-cata e cancelamento-ana u

f “ r1,muls ¨ F m ¨ out ¨ in ¨ F k ¨ pid ` xsucc, idyq ¨ outN0

” t in ¨ out “ id ; functor F: pF mq ¨ pF kq “ F pm ¨ kq u

f “ r1,muls ¨ F pm ¨ kq ¨ pid ` xsucc, idyq ¨ outN0

” t isomorfismo inN0
{ outN0

; m ¨ k “ f ; F f “ id ` id ˆ f u

f ¨ inN0
“ r1,muls ¨ pid ` id ˆ f q ¨ pid ` xsucc, idyq



f ¨ inN0
“ r1,muls ¨ pid ` id ˆ f q ¨ pid ` xsucc, idyq

” t absorção-` ; absorção-ˆ ; etc u

f ¨ inN0
“ r1,mul ¨ xsucc, f ys

” t Eq-` ; inN0
“ r0 , succs u

"

f ¨ 0 “ 1

f ¨ succ “ mul ¨ xsucc, f y

” t introdução de variáveis u
"

f 0 “ 1

f pn ` 1q “ pn ` 1q ˆ f n



HILOMORFISMO

ξύλο = matéria, coisa

“Hylo + morphism”

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs



HILOMORFISMO

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs

A

g
))

rpgqs
✏✏

F A

F rpgqs
✏✏

T

out
))

L f M
✏✏

– F T

in

hh

F L f M
✏✏

B F B

f

hh
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‘DIVIDE & CONQUER’

A

g
))

rpgqs
✏✏

F A

F rpgqs
✏✏

T

out
))

L f M
✏✏

– F T

in

hh

F L f M
✏✏

B F B

f

hh



C T
L M

oo A
rp qs

oo

`DIVIDE & CONQUER’



OS ALGORITMOS E A OPINIÃO PÚBLICA



ALGORÍTMO = HILOMORFISMO

ξύλο = matéria, coisa

“Hylomorphism” = “divide & conquer”

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs



`DIVIDE & 
CONQUER’



Alguns muito bons a dividir...

Tortuous Convolvulus
(Asterix and the Roman Agent,
by Goscinny & Uderzo, Hachette
Livre, 1970)

...outros (quase!) tão bons a
conquistar:









A

g
,,

rpgqs
✏✏

B pX ,Aq

B pid,rpgqsq
✏✏

T X

out
--

L f M
✏✏

– B pX ,T X q

in

jj

B pid,L f Mq
✏✏

C B pX ,C q

f

jj



“ARCA ALGORÍTMICA”





Description T X B (X, Y) B (id, f ) B ( f , id)

“Right” Lists List X 1 + X × Y id + id × f id + f × id

“Left” Lists LList X 1 + Y × X id + f × id id + id × f

Non-empty Lists NList X X + X × Y id + id × f f + f × id

Binary Trees BTree X 1 + X × Y2 id + id × f 2 id + f × id

“Leaf” Trees LTree X X + Y2 id + f 2 f + id



QUICKSORT





QUICKSORT

h : x

h x1 x2

h qSort x1 qSort x2

qSort x1 `̀ rh s `̀ qSort x2

C (conquer )

B

A (divide)



QUICKSORT

h : x

h x1 x2

h qSort x1 qSort x2

qSort x1 `̀ rh s `̀ qSort x2

C (conquer )

B

A (divide)

ph, px1, x2qq

A
˚ divide

// 1 ` A ˆ pA˚ ˆ A
˚q



QUICKSORT

h : x

h x1 x2

h qSort x1 qSort x2

qSort x1 `̀ rh s `̀ qSort x2

C (conquer )

B

A (divide)

ph, px1, x2qq

A
˚ divide

// 1 ` A ˆ pA˚ ˆ A
˚q

B pX ,Y q “ 1 ` X ˆ pY ˆ Y q



QUICKSORT

"

qSort ¨ nil “ nil

qSort ¨ cons “ f2 ¨ pid ˆ pqSort ˆ qSortqq ¨ g2

g2 ph, x q “ ph, px1, x2qq
where

x1 “ ra | a – x , a † h s
x2 “ ra | a – x , a • h s

f2 ph, py1, y2qq “ y1 `̀ rh s `̀ y2



QUICKSORT

"

qSort ¨ nil “ nil

qSort ¨ cons “ f2 ¨ pid ˆ pqSort ˆ qSortqq ¨ g2

” t fusão-`, absorção-`, eq-` etc u

qSort ¨ in “ rnil, f2s ¨ pid ` id ˆ qSort2q ¨ pid ` g2q

” t isomorfismo in { out u

qSort “ rnil, f2s
loomoon

conquer

¨pid ` id ˆ qSort2
loooooooomoooooooon

B pid,qSortq

¨ pid ` g2q ¨ out
looooooomooooooon

divide

B pX ,Y q “ 1 ` X ˆ pY ˆ Y q



QUICKSORT

B pX ,Y q “ 1 ` X ˆ pY ˆ Y q

Description T X B (X, Y) B (id, f ) B ( f , id)

“Right” Lists List X 1 + X × Y id + id × f id + f × id

“Left” Lists LList X 1 + Y × X id + f × id id + id × f

Non-empty Lists NList X X + X × Y id + id × f f + f × id

Binary Trees BTree X 1 + X × Y2 id + id × f 2 id + f × id

“Leaf” Trees LTree X X + Y2 id + f 2 f + id



QUICKSORT

A
˚

divide
,,

rpdivideqs
✏✏

B pA,A˚q

B pid,rpdivideqsq
✏✏

BTree A

out
--

L conquer M
✏✏

– B pA,BTree Aq

in

kk

B pid,L conquer Mq
✏✏

A
˚ B pA,A˚q

conquer

jj







TRAVESSIAS



MERGESORT



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

divide : A
˚ Ñ A ` pA˚ ˆ A

˚q



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

divide : A
˚ Ñ A ` pA˚ ˆ A

˚q

divide : A
˚ Ñ B pA,A˚q

B pX ,Y q “ X ` Y
2



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

divide : A
˚ Ñ A ` pA˚ ˆ A

˚q

divide : A
˚ Ñ B pA,A˚q

B pX ,Y q “ X ` Y
2

“Leaf” Trees LTree X X + Y
2



MERGESORT



MERGESORT



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

mSort “ L rsingl,merges
loooooomoooooon

conquer

M ¨ rpdivideqs





divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ A
˚ ` A ˆ pA˚ ˆ A

˚q



divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ A
˚ ` A ˆ pA˚ ˆ A

˚q

divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ B pA˚

,A, pA˚ ˆ A
˚qq



divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ A
˚ ` A ˆ pA˚ ˆ A

˚q

divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ B pA˚

,A, pA˚ ˆ A
˚qq

ˆ Ñ p p

B pZ ,X ,Y q “ Z ` X ˆ Y



divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ A
˚ ` A ˆ pA˚ ˆ A

˚q

divide : A
˚ ˆ A

˚ Ñ B pA˚

,A, pA˚ ˆ A
˚qq

ˆ Ñ p p

B pZ ,X ,Y q “ Z ` X ˆ Y

p q “ ` ˆ

T pZ ,X q – B pZ ,X ,T pZ ,X qq

T pZ ,X q – Z ` X ˆ T pZ ,X q



MERGESORT

x l

l1 l2

mSort l1 mSort l2

x merge pmSort l1q pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)



x l

x l2

x mSort l2

x merge rx s pmSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

MERGESORT

Caso particular:



INSERTION 

SORT

l

x l2

x iSort l2

insert x piSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)



INSERTION 

SORT

l

x l2

x iSort l2

insert x piSort l2q
C (conquer )

B

A (divide)

iS
or
t “ L rnil

,

zins
ert

s M



SELECTION

SORT

Selection sort (m “ minimum l ):

l

m l2 “ delete m l

m sSort l2

m : sSort l2

C (conquer )

B

A (divide)



SELECTION

SORT

Selection sort (m “ minimum l ):

l

m l2 “ delete m l

m sSort l2

m : sSort l2

C (conquer )

B

A (divide)

sS
or
t “ rpd

ivi
de

qs



C T
L M

oo A
rp qs

oo

ANA, CATA & HILO

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs

f

f gqs



C T
L M

oo A
rp qs

oo

ANA, CATA & HILO

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs

f

f gqs

Leis de reflexão:

L in M “ id

rpoutqs “ id

rrin, gss “ rpgqs

rrf , outss “ L f M



CLASSIFICAÇÃO

f

Singleton Equal-size

Easy Split/Hard Join Insertion Sort Merge Sort

Hard Split/Easy Join Selection Sort Quick Sort

C T
L M

oo A
rp qs

oo

NB:

‘Split’ = divide

‘Join’ = conquer





L g
M ¨ T

f
“

L g
¨ B

pf
, id

q M





(PARAMETRIC) TYPE CHECKING



Componentes de “Hardware” / “Software”
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Pesquisa binária



Pesquisa binária

B pX ,Y q 1 ` Y X ` Y 1 ` X ˆ Y Z ` X ˆ Y X ` Y 2
1 ` X ˆ Y 2

A C T X N0 XNat X X˚ SList X Z LTree X BTree X

N0 N0 Factorial fac dfac

N0 N0 Misc. em N0 pn˚q,pn`q, n etc sq dsq , fib

N0 N0
˚ Séries odds, evens

N0 ˆ X˚ X˚ Selecção udrop utake

R R Raiz quadrada
?

✏

X˚ X˚ Filtragem filter p filter p

X˚ X˚ Ordenação bSort iSort , sSort mSort qSort

X˚ X˚˚
Grupos chunksOf n

X˚ ˆ X˚ X˚ Junção merge, uconc

X ˆ X˚ X˚ Inserção insert

B ˆ N0 pN0 ˆ Bq˚ Puzzles hanoi

BTree pX ,Y q 1 ` Y Look-up lookup x

T pX ,Y q 1 ` Y Look-up lookup x

T X T X Inversão reverse mirror mirror

T X N0 Cardinalidades length count count

T X N0 Profundidades depth depth

T X X˚ Travessias tips inordt , preordt , posordt

T X X˚˚
Caminhos prefixes, sufixes traces

T pT X q T X ’Multiplicação’ µ µ



Pesquisa binária

T pA ˆ Bq out //

look a

✏✏

1 ` pA ˆ Bq ˆ pT pA ˆ Bqq2

ri
1

¨i
1
,
d
e
c
id
e
a

s

// p1 ` Bq ` T pA ˆ Bq

id`look a

✏✏

1 ` B p1 ` Bq ` p1 ` Bq

rid,ids

mm



Pesquisa binária

T pA ˆ Bq out //

look a

✏✏

1 ` pA ˆ Bq ˆ pT pA ˆ Bqq2

ri
1

¨i
1
,
d
e
c
id
e
a

s

// p1 ` Bq ` T pA ˆ Bq

id`look a

✏✏

1 ` B p1 ` Bq ` p1 ` Bq

rid,ids

mm

decide a ppa 1, b 1q, pl , rqq
| a “ a

1 “ i1 pi2 b
1q

| a † a
1 “ i2 l

| a ° a
1 “ i2 r



‘While loop’



‘While loop’

while : pA Ñ Bq Ñ pA Ñ Aq Ñ A Ñ A

while a b x “
if a x

then while a b pb x q
else x



‘While loop’

while :: pA Ñ Bq Ñ pA Ñ Aq Ñ pA Ñ C q Ñ A Ñ C

while a b c x “
if a x

then while a b c pb x q
else c x

A
p aq?

//

while a b c
✏✏

A ` A
c`b

//C ` A

id`while a b c
✏✏

C C ` C
rid,ids

oo



‘Tail recursion’
A

tailr g

✏✏

g
//C ` A

id`tailr g

✏✏

C C ` C
rid,ids

oo

B pX ,Y q “ X ` Y

A

tailr g

✏✏

g
// B pC ,Aq

B pid,tailr gq
✏✏

C B pC ,C q
rid,ids

oo



‘Tail recursion’
A

tailr g

✏✏

g
//C ` A

id`tailr g

✏✏

C C ` C
rid,ids

oo

B pX ,Y q “ X ` Y

A

tailr g

✏✏

g
// B pC ,Aq

id`tailr g

✏✏

C B pC ,C q
rid,ids

oo

T pA ˆ Bq out //

look a

✏✏

1 ` pA ˆ Bq ˆ pT pA ˆ Bqq2

ri
1

¨i
1
,
d
e
c
id
e
a

s

// p1 ` Bq ` T pA ˆ Bq

id`look a

✏✏

1 ` B p1 ` Bq ` p1 ` Bq

rid,ids

mm



‘Tail recursion’
A

tailr g

✏✏

g
//C ` A

id`tailr g

✏✏

C C ` C
rid,ids

oo

B pX ,Y q “ X ` Y

A

tailr g

✏✏

g
// B pC ,Aq

id`tailr g

✏✏

C B pC ,C q
rid,ids

oo



‘Tail recursion’
A

tailr g

✏✏

g
//C ` A

id`tailr g

✏✏

C C ` C
rid,ids

oo

B pX ,Y q “ X ` Y

A

tailr g

✏✏

g
// B pC ,Aq

id`tailr g

✏✏

C B pC ,C q
rid,ids

oo

A

ai
lr
g

✏✏

g ✏

C

B
pC

,
C

rid
,id

s

oo

T
X

–
B

pX
,
T
X

q “
X

`
pT

X
q

A

g

++

qs

ou
t“
in

˝

–

C

C



‘Tail recursion’ hylo

A

tailr g

""

g

++

rpgqs
✏✏

C ` A

id`rpgqs
✏✏

id`tailr g

}}

T C

L rid,ids M
✏✏

out“in
˝

,,

– C ` T C

in

kk

id`L rid,ids M
✏✏

C C ` C

rid,ids

kk

A

ai
lr
g

✏✏

g ✏

C

B
pC

,
C

rid
,id

s

oo

T
X

–
B

pX
,
T
X

q “
X

`
pT

X
q

A

g

++

qs

ou
t“
in

˝

–

C

C



‘Tail recursion’

A

tailr g

""

g

++

rpgqs
✏✏

C ` A

id`rpgqs
✏✏

id`tailr g

}}

T C

L rid,ids M
✏✏

out“in
˝

,,

– C ` T C

in

kk

id`L rid,ids M
✏✏

C C ` C

rid,ids

kk



‘Tail recursion’



Funções pré-definidas

Função codiagonal: codiag “ rid, ids

Função diagonal: diag “ xid, idy



‘Tail recursion’



HILOMORFISMO

rrf , gss “ L f M ¨ rpgqs

A

g
))

rpgqs
✏✏

F A

F rpgqs
✏✏

T

out
))

L f M
✏✏

– F T

in

hh

F L f M
✏✏

B F B

f

hh



Algoritmos versus processos

A

g
))

rpgqs
✏✏

F A

F rpgqs
✏✏

T

out
))

L f M
✏✏

– F T

in

hh

F L f M
✏✏

B F B

f

hh

A
8

A ˆ A
8cons

oo

A
xid,idy

//

repeat

OO

A ˆ A

idˆrepeat

OO

repeat a “ a : repeat a

Função codiagonal: codiag “ rid, ids

Função diagonal: diag “ xid, idy



Funções parciais

Maybe B

out“in˝

++

– 1 ` B

in“rNothing ,Justs

ll











Probabilidade da soma





“Os monads [...] vêm com uma maldição. A 

maldição monádica é que,

quando uma pessoa aprende o que são

mônadas e como usá-las,

perde a capacidade de explicar isso para 

outras pessoas!”





Funções parciais

1 ` B A
g

oo

B A
f

oo

1 ` B A
i2¨f
oo



Funções parciais

1 + B A
g

oo

1 + C B
f

oo



Funções parciais

1

...

⇤⇤

i1
✏✏

1 + B

f 0zz

A
g

oo

1 + C B

i2

OO

f
oo



Composição parcial

1 + B A
g

oo

1 + C B
f

oo



Composição parcial

1 + (1 + C)

[i1 ,id]
✏✏

1 + B
id+ f
oo A

g
oo

1 + C B
f

oo



Composição parcial

1 + (1 + C)

[i1 ,id]
✏✏

1 + B
id+ f
oo A

g
oo

1 + C B
f

oo

1

[i1
,id
]
✏✏

1+
C

B
f

oo

All in
all,

we have the follo
wing versi

on

f •
g

def
=

[i1
, id

] · (
id+

f ) ·
g

Does this functio
nal composit

ion scheme

functio
n u such that

=
u •

f

exist
s, it must



Funções ‘Maybe’

Maybe B

out“in˝

++

– 1 ` B

in“rNothing ,Justs

ll

A
in¨f

ss

f
✏✏

Maybe B – 1 ` B

in“rNothing ,Justs

ll

out Nothing “ i1 pq
out pJust aq “ i2 a



Composição de funções “Maybe”

Maybe B A
g

oo

Maybe C B
f

oo



Composição de funções “Maybe”

1 ` p1 ` C q

ri1 ,ids
✏✏

1 ` B
id`out¨f

oo Maybe B
outoo A

f ‚g
nn

g
oo

1 ` C

in

✏✏

Maybe C
outoo B

f
oo

Maybe C



Composição de funções “Maybe”

f ‚ g “ in ¨ ri1 , out ¨ f s ¨ out ¨ g

” t fusão-` e in ¨ out “ id u

f ‚ g “ rin ¨ i1 , f s ¨ out ¨ g

” t introdução da variável a u

pf ‚ gq a “ rin ¨ i1 , f s pout pg aqq

” t definição de out u

pf ‚ gq a “ if g a “ Nothing then rin ¨ i1 , f s pi1 pqq else rin ¨ i1 , f s pi2 pg aqq

” t cancelamento-` e simplificação u

pf ‚ gq a “ if g a “ Nothing then Nothing else f pg aq



Funções com mensagens de erro

B A
f

oo

E ` B A
g

oo

E ` B A
i2¨f

oo



Tratamento das mensagens de erro

E ` pE ` C q

ri1 ,ids
✏✏

E ` B
id`f
oo A

g
oo

f ‚g

iiE ` C B
f

oo





Funções ‘indecisas’

B A
f

oo

B
‹

A
g

oo

B
˚

A
singl¨f

oo



Raiz quadrada



Composição de funções ‘indecisas’

B? A
g

oo

C? B
f

oo



Composição de funções ‘indecisas’

(C?)?

concat

✏✏

B?
f ?

oo A
g

oo

C? B
f

oo



Composição de funções ‘que dão pares’

pC ˆ C q ˆ pC ˆ C q

π1ˆπ2

✏✏

B ˆ B
f ˆf
oo A

g
oo

f ‚g

ggC ˆ C B
f

oo



FUNCTORES

T X “ 1 ` X

T X “ Maybe X

T X “ E ` X

T X “ X ˚

T X “ X ˆ X



Estrutura semelhante

X
i2

// 1 ` X 1 ` p1 ` X q
ri1 ,ids
oo

X
i2

// E ` X E ` pE ` X q
ri1 ,ids
oo

X
Just

//Maybe X Maybe pMaybe X q
µ

oo

X
singl

//X ˚ pX ˚q˚concat
oo

X
xid,idy

//X ˆ X pX ˆ X q ˆ pX ˆ X q
π1ˆπ2

oo



MONAD

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



MONAD

X
u

// T X T pT X q
µ

oo

unidade multiplicação



MONAD

X
u

// T X T pT X q
µ

oo

Monad = Functor + unidade + multiplicação



MONAD

X
u

// T X T pT X q
µ

oo

Monad = Functor + unidade + multiplicação



Composição monádica

T pT C q

µ
✏✏

T B
T f
oo A

g
oo

f ‚g

hhT C B
f

oo





Monad – propriedades naturais

X
u //

f

✏✏

T X

T f

✏✏

T pT X q

T pT f q
✏✏

µ
oo

Y
u // T Y T pT Y q

µ
oo

T f ¨ u “ u ¨ f

T f ¨ µ “ µ ¨ T
2 f



Monad – multiplicação e unidade

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo



Monad – multiplicação e unidade

T
2
A

µ

✏✏

T A
uoo

T A T
2
A

µ
oo



Monad – multiplicação e unidade

T
2
A

µ

✏✏

T A
uoo

T u
✏✏

T A T
2
A

µ
oo



Monad – multiplicação e unidade

T
2
A

µ
✏✏

T A
uoo

T u
✏✏id{{

T A T
2
Aµ

oo

✏✏

id

{{

T
A

T
2 A

µoo

µ ¨
u

“

id
“

µ ¨
T
u



Monad – multiplicação versus multiplicação

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo



Monad – multiplicação versus multiplicação

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo

T
3
A

µ
oo



Monad – multiplicação versus multiplicação

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo

T
3
A

µ
oo

T X T
2
X

µ
oo

where X “ T A



Monad – multiplicação versus multiplicação

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo

T
3
A

µ
oo

T µ
✏✏



Monad – multiplicação versus multiplicação

T
2
A

µ

✏✏

T A T
2
A

µ
oo

T
3
A

µ
oo

T µ
✏✏

✏✏

T
A

T
µoo

µ
¨
µ

“

µ
¨
T
µ

T
3 A

µ

oo



Monad – leis da unidade e da multiplicação

✏✏

T
A

T
µoo

µ
¨
µ

“

µ
¨
T
µ

T
3 A

µ

oo

✏✏

id

{{

T
A

T
2 A

µoo

µ ¨
u

“

id
“

µ ¨
T
u

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Monad – leis da unidade e da multiplicação

µ ¨ µ “ µ ¨ T µ

µ ¨ u “ id “ µ ¨ T u



Monad – unidade da composição

µ ¨ u “ id “ µ ¨ T u

f ‚ u “ f “ u ‚ f

” t definição de f ‚ g , duas vezes u

µ ¨ T f ¨ u “ f “ µ ¨ T u ¨ f

” t natural-u e µ ¨ T u “ id u

µ ¨ u ¨ f “ f “ id ¨ f

” t µ ¨ u “ id u

f “ f

T f ¨ u “ u ¨ f

T f ¨ µ “ µ ¨ T
2 f



Monad – leis da unidade e da multiplicação

µ ¨ µ “ µ ¨ T µ

µ ¨ u “ id “ µ ¨ T u



Monad  LTree

LTree pLTree Aq

out“in
˝

//

µ

✏✏

– LTree A ` pLTree pLTree Aqq2

in“rLeaf ,Fork s

mm

id`µ2

✏✏

LTree A LTree A ` pLTree Aq2

rid,Fork s

ll

µ “ L rid,Fork s M



Monad  LTree

X
Leaf

// LTree X LTree
2
X

L rid,Fork s M
oo

µ ¨ µ “ µ ¨ T µµ ¨ u “ id “ µ ¨ T u



Monad  LTree

X
Leaf

// LTree X LTree
2
X

L rid,Fork s M
oo

µ ¨ u “ id “ µ ¨ T u

µ ¨ LTree Leaf “ id

” t definição de µ u

L rid,Fork s M ¨ LTree Leaf “ id

” t absorção-cata u

L rid,Fork s ¨ pLeaf ` idq M “ id

” t absorção-` u

L rLeaf ,Fork s M “ id

” t reflexão-cata u

true



Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

f ‚ u “ f



Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

f ‚ u “ f

f ‚ id “ ?



Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

f ‚ u “ f

f ‚ id “ ?

T pT C q

µ
✏✏

T B
T f
oo T B

idoo

f ‚id

hhT C B
f

oo



ß

Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

f ‚ u “ f
T pT C q

µ
✏✏

T B
T f
oo T B

idoo

f ‚id

hhT C B
f

oo

f ‚ id “ µ ¨ T f

ß

Monad “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

f ‚ u “ f
T pT C q

µ
✏✏

T B
T f
oo T B

idoo

f ‚id

hhT C B
f

oo

f ‚ id “ µ ¨ T f



Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

p°°“f q “ f ‚ id

T
2
C

µ

✏✏

T B
T f

oo

p°°“f q

||

T C B
f

oo

x °°“ f
def
“ pµ ¨ T f qx



Monad  “Binding”

A
u

// T A T
2
A

µ
oo

p°°“f q “ f ‚ id

T
2
C

µ

✏✏

T B
T f

oo

p°°“f q

||

A
g

oo

f ‚g
iiT C B

f
oo

pf ‚ gq x “ pg x q °°“ f



Monad (Haskell)

return “ u



Monad (Haskell)

return “ u

pf ‚ gq x “ pg x q °°“ f

id • id = µ



Monad (Haskell) IO

return “ u





MONAD IDENTIDADE

X
u

// T X T pT X q
µ

oo

T X “ X

T f “ f
X

u
//X X

µ
oo

u “ id

µ “ id

f ‚ g “ µ ¨ T f ¨ g “ id ¨ f ¨ g “ f ¨ g



Cálculo de Programas

Aula T12



MONAD - recordar

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Monad = 

functor “de 

corridas”

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Composição monádica

T pT C q

µ
✏✏

T B
T f
oo A

g
oo

f ‚g

hhT C B
f

oo

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Monads – sumário (leis e binding)

µ ¨ µ “ µ ¨ T µ

µ ¨ u “ id “ µ ¨ T u

p°°“f q “ f ‚ id



MONADS: notação-do
X

u
// T X T pT X q

µ
oo

pf ¨ gq a “ f pg aq “ let b “ g a in f b

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u



MONADS: notação-do
X

u
// T X T pT X q

µ
oo

pf ¨ gq a “ f pg aq “ let b “ g a in f b

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u



MONADS: notação-do

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

x °°“ f “ do tb – x ; f b u

tuma usar-se return para a unidade

x °°“ f

“ t definição de p°°“f q u

pf ‚ idq x

“ t notação-do u

do tb – x ; f b u



MONADS: notação-do

(Créditos: http://shorturl.at/buNPX)

x °°“ f “ do tb – x ; f b u



MONADS: notação-do
pg ¨ f q ‚ h “ g ‚ pT f ¨ hq

p ¨ q ‚ “ ‚ p ¨ q

Caso particular: g , h :“ u, id:

“

pu ¨ f q ‚ id “ u ‚ pT f ¨ idq

” t natural-id e unidade u u

pu ¨ f q ‚ id “ T f

” t passagem a pointwise u

ppu ¨ f q ‚ idq x “ T f x

” t passagem para notação-do u

T f x “ do tb Ð x ; return pf bqu

l

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u



MONADS: leis em notação-do

u ‚ f “ f “ f ‚ u

” t u

u ‚ f “ f “ f ‚ u

” t passagem a pointwise u

pu ‚ f q a “ f a “ pf ‚ uq a

” t notação-do u

do tb Ð f a; return b u “ f a “ do tb Ð return a; f b u

l

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u



MONADS: leis vertidas para notação-do

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

LEIS-DO

f ‚ pg ‚ hq “ pf ‚ gq ‚ h

T B A
h

oo

T C B
g

oo

T D C
f

oo



MONADS: leis vertidas para notação-do

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

LEIS-DO

f ‚ pg ‚ hq “ pf ‚ gq ‚ h

T B A
h

oo

T C B
g

oo

T D C
f

oo

pf ‚ pg ‚ hqq a

” t notação-do u

do tc Ð pg ‚ hq a; f c u

” t notação-do u

do tc Ð do tb Ð h a; g b u; f c u

LEIS-DO

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u



MONADS: leis vertidas para notação-do

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

LEIS-DO

f ‚ pg ‚ hq “ pf ‚ gq ‚ h

T B A
h

oo

T C B
g

oo

T D C
f

oo

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

ppf ‚ gq ‚ hq a

” t notação-do u

do tb Ð h a; pf ‚ gq b u

” t notação-do u

do tb Ð h a;do tc Ð g b; f c uu

” t simplificação u

do tb Ð h a; c Ð g b; f c u



MONADS: leis vertidas para notação-do
LEIS-DO

f ‚ pg ‚ hq “ pf ‚ gq ‚ h

T B A
h

oo

T C B
g

oo

T D C
f

oo

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

EM SUMA:

do tc Ð do tb Ð h a; g b u; f c u = do tb Ð h a; c Ð g b; f c u



MONADS: listas em compreensão



MONADS: listas em compreensão

(C?)?

concat

✏✏

B?
f ?

oo A
g

oo

C? B
f

oo

r e | a1 Ð x1, . . . , an Ð xn s “ do ta1 Ð x1; . . . ; an Ð xn; return e u



Formulário

MÓNADAS

Multiplicação µ · µ = µ · Tµ (61)

Unidade µ · u = µ · Tu = id (62)

Natural-u u · f = T f · u (63)

Natural-µ µ · T (T f) = T f · µ (64)

Composição monádica f • g = µ · T f · g (65)

Associatividade-• f • (g • h) = (f • g) • h (66)

Identidade-• u • f = f = f • u (67)

Associatividade-•/· (f • g) · h = f • (g · h) (68)

Associatividade-·/• (f · g) • h = f • (T g · h) (69)

µ versus • id • id = µ (70)



Formulário

Composição monádica (f • g) a = do {b ← g a; f b} (85)

‘Binding as µ’ x >>= f = (µ · T f)x (86)

Notação-do do {x ← a; b} = a >>= (λx → b) (87)

‘µ as binding’ µ x = x >>= id (88)

Sequenciação x >> y = x >>= y (89)



MONAD I/O: interface com sistema de ficheiros



MONAD I/O: interface com sistema de ficheiros

IO String FilePath
readFile

oo

IO 1 String
writeFile o

oo

copy i o “ pwriteFile o ‚ readFileq i

” t notação-do u

copy i o “ do ts Ð readFile i ;writeFile o s u



O monad (trivial) da identidade.O monad (trivial) da identidade.



MONADS  binding

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



MONADS  (recordar)

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Programação 

monádica 

probabilística



RECURSIVIDADE 

monádica

N0

out
++

for b i
✏✏

– 1 ` N0

in“r0 ,succs

ii

id`for b i
✏✏

B 1 ` B

ri ,bs

ii

X
u

// T X T pT X q
µ

oo

r s

for b i “ L ri , bs M



ß

RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

r s

for b i “ L ri , bs M

N0

out
++

for b i
✏✏

– 1 ` N0

in“r0 ,succs

ii

id`for b i
✏✏

B

u
✏✏

1 ` B

ri ,bs

ii

id`u
✏✏

T B 1 ` T B

ri 1 ,b1s

jj



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

u ¨ for b i “ for b
1
i

1

” t for b i “ L ri , bs M u

u ¨ L ri , bs M “ L ri 1 , b 1s M

ð t fusão-cata u

u ¨ ri , bs “ ri 1 , b 1s ¨ pid ` uq

” t coprodutos (fusão, absorção, eq) u
"

u ¨ i “ i
1

u ¨ b “ b
1 ¨ u



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

u ¨ for b i “ for b
1
i

1

” t for b i “ L ri , bs M u

u ¨ L ri , bs M “ L ri 1 , b 1s M

ð t fusão-cata u

u ¨ ri , bs “ ri 1 , b 1s ¨ pid ` uq

” t coprodutos (fusão, absorção, eq) u
"

u ¨ i “ i
1

u ¨ b “ b
1 ¨ u

"

¨ “ ¨

” t f ¨ x “ f x ; T f ¨ u “ u ¨ f u
"

u i “ i
1

T b ¨ u “ b
1 ¨ u

ð t trivial u
"

i
1 “ u i

b
1 “ T b

mfor b i “ L ru i ,T bs M



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

mfor b i “ L ru i ,T bs M mfor b i “ L ru i ,T bs M

” t universal cata u

mfor b i ¨ r0, succs “ ru i ,T bs ¨ pid ` mfor b iq

” t coprodutos (fusão, absorção, eq) ; variáveis u
"

mfor b i 0 “ u i

mfor b i pn ` 1q “ T b pmfor b i nq

” t u “ return ; T f x “ do ta Ð x ; return pf aqu u
"

mfor b i 0 “ return i

mfor b i pn ` 1q “ do tx Ð mfor b i n; return pb x qu



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

pb ‚ pmfor b iqq n

“ t composição e cxomposição monádica u

pb ‚ idq pmfor b i nq



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

pf ‚ gq a “ do tb Ð g a; f b u

pb ‚ pmfor b iqq n

“ t composição e cxomposição monádica u

pb ‚ idq pmfor b i nq

• • •

Associatividade-•/· (f • g) · h = f • (g · h) (66)



RECURSIVIDADE 

monádica X
u

// T X T pT X q
µ

oo

N0

out
++

mfor b i
✏✏

– 1 ` N0

in“r0 ,succs

ii

id`mfor b i
✏✏

T B 1 ` T B

ri ,b‚ids

jj

1
i

// T B B
b

oo

mfor b i “ L ri , b ‚ ids M



RECURSIVIDADE monádica 

map monádico (mmap)

A

f
✏✏

A?

mmap f
✏✏

1 + A × A∗
inA?

oo

id+id×mmap f
✏✏

T B T B∗
1 + A × T B∗

g
oo

build g?



RECURSIVIDADE monádica 

map monádico (mmap)

A

f
✏✏

A?

mmap f
✏✏

1 + A ⇥ A⇤inA?

oo

id+id⇥mmap f
✏✏

T B T B⇤ 1 + A ⇥ T B⇤g
oo

id+f⇥id
✏✏

1 + T B ⇥ T B⇤
[return·nil ,bconsc]

ii



RECURSIVIDADE monádica 

map monádico (mmap)

A

f
✏✏

A?

mmap f
✏✏

1 + A ⇥ A⇤inA?

oo

id+id⇥mmap f
✏✏

T B T B⇤ 1 + A ⇥ T B⇤g
oo

id+f⇥id
✏✏

1 + T B ⇥ T B⇤
[return·nil ,bconsc]

ii

bf c (x, y) = do {a x; b y; return (f (a, b))}



RECURSIVIDADE monádica 

map monádico (mmap)

mmap :: pMonad mq ñ pa Ñ m bq Ñ ra s Ñ m rb s
mmap f r s “ return r s
mmap f ph : tq “ do tb Ð f h; x Ð mmap f t ; return pb : x qu



RECURSIVIDADE monádica 

Exemplo (mmap)

mgetmin ::Ord a ñ ra s Ñ Maybe a

mmap mgetmin [[1,2],[3]] = Just [1,3]

mmap mgetmin [[1,2],[]] = Nothing

Obter o mı́nimo de uma lista (se possı́vel...):

ñ r s Ñ

Obter a lista de mı́nimos de uma lista de listas

(onde isso for possı́vel):



RECURSIVIDADE monádica 

Exemplo (mmap)

Getting the mimimum of a list (if possible):

mgetmin ::Ord a ñ ra s Ñ Maybe a

mgetmin r s “ Nothing

mgetmin ra s “ return a

mgetmin ph : tq “ do tx Ð mgetmin t ; return pmin h x qu



ß





Exemplo – liga de futebol

Arouca 28.6%

Braga 71.4% etc



LTree … catas com mónades

δ px , yq “ do t
a Ð x ;

b Ð y ;

return pa, bq
u

LTree A

out
--

L g M
✏✏

– A ` LTree A
2

in“rLeaf ,Fork s

kk

id`L g M
2

✏✏

B

u
✏✏

A ` B
2

g“rg1,g2s

jj

id`u2

✏✏

T B A ` pT Bq2

rh1,h2s

kk

"

¨

"

“

"

h1 “ u ¨ g1
h2 “ T g2 ¨ δ



LTree … catas com mónades

mcataLTtree g “ k where

k pLeaf aq “ return pg1 aq
k pFork px , yqq “ do ta Ð k x ; b Ð k y ; return pg2 pa, bqqu
g1 “ g ¨ i1
g2 “ g ¨ i2



LTree … catas monádicos em geral

LTree A

out
--

L g M
✏✏

– A ` LTree A
2

in“rLeaf ,Fork s

kk

id`L g M
2

✏✏

T B A ` pT Bq2

rh1,h2s

kk

p q “ t Ð Ð p qur s

h2 px , yq “ do ta Ð x ; b Ð y ; f pa, bqu
2 Ñ T

Ð p qu

f : B2 Ñ T B

Arouca 28.6%

Braga 71.4%



Exemplo – liga de futebol

Arouca 28.6%

Braga 71.4% etc



Exemplo – liga de futebol

etc



Exemplo – liga de futebol

etc



Monad = 

functor “de 

corridas”

X
u

// T X T pT X q
µ

oo



Considerações 

finais
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CÁLCULO DE 

PROGRAMAS

Cálculo 

‘pointfree’

Programação 

recursiva

Programação 

monádica
T1-T5

T6-T10

T11-T13



CÁLCULO DE PROGRAMAS

Cálculo 

‘pointfree’

A x B

A + B

A
B

p → f,g
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CÁLCULO DE PROGRAMAS

anamorfismos

B

Programação 

recursiva catamorfismos

hilomorfismos



CÁLCULO DE PROGRAMAS

monad

B
probabilidades

efeitos

Programação 

monádica


