Calculo
de
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Aula TO1



J.N. Oliveira




(...) For each stored in the mobile
phone (eg. numbers dialed, SMS messages, lost

calls), the operation should work in a way
such that the more recently a call is made the
more accessible it is; no number appears twice
in a list; only the last 10 entries in each list are

stored.



From a mobile phone manufacturer

store’ :: -> ->
store’ = take (store ¢ 1)
store :: =2 ->

store

Il
(@]



From a mobile phone manufacturer

store’ :: -> ->
store’ = take (¢ : filter (/=c) 1)



From a mobile phone manufacturer

store’ ¢ ::

take 10 (c:) filter (/=c)




From a mobile phone manufacturer

store’ ¢ ::

take 10 (c:) filter (/=c)




Uups!

Bool (!) Bool (!)

take 10

not

filter (/=c)




Em geral
y = f(gch x))



Em geral

y = f(g %)



Simplificacao

y = f(g x)



Composicao

y = f(g %)

A

y=( - g x



Composicao



Composicao

f-(g-h)
+ (b + c)



Composicao

h = f(gh)

— o+ (o)



Composicao

store’ = take 10 - ( :) - filter (# )

N~
store




store’ = take 10 - ( :) - filter (# )

store

isto é

take 10 - ( :) - filter (# )



store’ = take 10 - ( :) - filter (# )
store

isto é
take 10 - ( :) - filter (# )
igual a

take 10 - ( :) - filter (# )



Composicao

f (g h)
+ (b + c)



Composicao

= f-(g-h)
= a+(b+c)



Composicao

(f-g)-h=1~(gh)





















id



id

id



Identidade

id



Identidade



Identidade

id



Identidade




Identidade




Composicao e identidade

Associatividade:

(f-g)-h=1 (g h)



Associatividade:

(f-g) h=~(g h)
“ Natural-id":






fxg?



fxg?
f+g7?






Composicao:












R



R






Produto cartesiano



Produto cartesiano



Produto cartesiano



Produto cartesiano




“Split”




Produto



Produto



Produto



Produto

2



Produto

- <f,g>

2



Produto

- <f,g>

2



Produto

(f.g)



f e g em paralelo
f “split" g

(f,g)



f e g em paralelo
f “split" g
(f,g) - =(f 5,8 )

(f,g)



Produto



Produto



Produto



Produto

72




Produto




Produto




Produto

X
f
f fxg
|
B >< _—
1 i)




Produto

T Uy
- >< —_—
f
f fxg
|
B >< _—
1 2




Sumario



Composicao sequencial



Composicao sequencial



f,g

Composicao sequencial
Composicido paralela



(f. g)

Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)



Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)



Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)
Composicao paralela



Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)
Composi¢do paralela (assincrona)



Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)
Composi¢do paralela (assincrona)



Calculo
de
Programas

Aula T02



(...) For each stored in the mobile
phone (eg. numbers dialed, SMS messages, lost

calls), the operation should work in a way
such that the more recently a call is made the
more accessible it is; no number appears twice
in a list; only the last 10 entries in each list are

stored.



From a mobile phone manufacturer

store’ ¢ ::

take 10 (c:) filter (/=c)




(f-g)a="f(ga) (2.6)

Composicao de funcoes



(f,g) a=(f 2,8 2) (2.20)

“Splits” de funcdes



f><g:<f-7'('1,g'ﬂ'2> (224)

Produtos de funcoes



Composicao sequencial
Composicdo paralela (sincrona)
Composicdo paralela (assincrona)





















>

72



(2.26)

































AL Ax BB
hT hka kT
DLD E

(2.27)






X +— X — X






k-7TQ

7T2'(h><k)

h-7T1

7'('1'(h><k)



m-(hx k) = h-m (2.28)

7T2-(h>< k)Zk-?TQ (229)

D<~"DxE™~E

T e

B-"BxCX2-.C



id x id = id (2.31)

id ——¢

Produto de identidades é a identidade.



(Fxh)-(gxk) = (F-g)x (h-k) (2.30)

Composicao de produtos é o produto das composicoes.



Duas leis que faltam

Reflexao- x (71, ma) = id (2.32)



Duas leis que faltam

Reflexao- x (m1,m2) = id (2.32)

Eq- x (i,jy=(f,g) < { ; (2.64)



(1, m2)



f
Nﬂ-l, 7T2>



f






71 i)
-+ >< _—
f
<7T177T2>
™1 | %)

X
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X
S
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E agora o mais importante...

Recordar o -X:

m m

7Tl'<fag>:







g

m - k=Ff
7T2.k:

(f,g)

k:



g

m-k=f
o - k =

(f,g)

k:



k:wﬁ@<¢{

m k=1
T k=g



7T1'k:f
m k=g

k=(f,g) = {

“Existe uma solugdo — k = (f, g) — para as equac¢des da
direita”



7Tl°k:
7r2~k:g

“As equacdes da direita sé tém uma solugdo: k = (f, g)"



Equacoes!

-
wl

10



-
wl

=10



Resolver a equacao

<f,g> = id

emordemafeag.



7T1°k:f

Em :<f’g>(:){7rz-k:g



7T1°k:f

fazer k = id
T k=g

Em k:<f,g><:>{



fazer k = id



fazer k = id



Equacoes!

™1 =

d = (f, &
id = (f, g) {ng



™1 =

id=(f,g) & {
™ =8

Substituindo:

id = <7Tl,7TQ>



™1 =

id=(f,g) & {
™ =8

Substituindo:

id = <7T1,7TQ>



Resolver a equacao

(h, k) = {f,g)



Problema

Resolver a equacao

(h,k) = (f,g)

(1 equagio, 4 incognitas)



Resolucao

(h, k) = (f, &)



Resolucao

(h k) = (f,g)
=4 { universal-x }

{7T1'<h,k>=f
7T2'<h,k>=g



Resolucao

(h k) = (f,g)
=4 { universal-x }

{ 1 - <h, k> = f
- <h7 k> = 8
~ { cancelamento—x}

h=Ff
k=g



Resolucao

(h k) = (f,g)
=4 { universal-x }

{ - <h7 k> =f
- <h7 k> = 8
~ { cancelamento—x}

h=f
k=g

Eg-x !

®



<7T1,7T2> — id



<7T1,7T2> — id
<7T2,7T1>?



<7T1,7T2> — id <7T2,7T1>?

(2, m1)



<7T1,7T2> — id
<7T2,7T1>?



<7T1,7T2> — id <7T2,7Tl>?

f
X@Tz, 771%(



<7T1,7T2> — id <7T2,7Tl>?

f
X@Tz, 771%(



<7T1,7T2> — id
<7T2,7Tl>?



<7T1,7T2> — id <7T2,7Tl>?

1 2
-— X - 5
f
<7T27 7Tl>
/%) | 1



Resolver

em ordem a k

<7T2,7T1> -k = id



Resolver

em ordem a k



Resolucao

<7T2,7T1> -k =id



Resolucao

<7T2,7T1> -k =id
<~ { fusdo- x }
<7T2 : k,’ﬂ'l : k> = id



Resolucao

(o, m1) - k = id
~ { fusiox }

(7o - k,m1 - k) = id
~ { universal-x }

7T2-k=71'1
7T1'k=7T2



<7T2,7Tl> -k = id

7T2-k=7Tl
Ty - kK = T
7Tl'k:7'('2



= id
<7TQ,7Tl> C k

- 'k:ﬂ'z
. k=7T1
X d {ﬂ-2. X
7T1'k>:I 1>
<7T2-k7 X " k:<ﬂ-27ﬂ-
°k:7Tl
T2 e
[k
m



Swap

swap = (T2, 1)



Swap

swap = (T2, 1)

swap - swap = id



Composicao sequencial



f.g

Composicao sequencial
Composicido paralela



-~ A
™ 07

Composicao sequencial
Composicido paralela

(f-g) - h="f (g h)



/\\H
\"H *
0y 09

Composicao sequencial
Composicido paralela

(f-g) - h="f (g h)

((f, &), h) = (f, (g, h)?



/\\H
\"H *
0y 09

Composicao sequencial
Composicido paralela

(f-g) - h="f (g h)

((f, &), h) = (f, (g, h)?

mas...






NoA



1

7]

- _>_><

N

72









X <fl( XT)X 2,
((f,&),h)
<% f /



oA



1

|

72

BN









L X(TX )E X
(f, (&, h)
\ f Aﬁ



X <fl( XT)X 2,
((f,&),h)
<% f /









k - <<f,g>,h>

(f, (g, h))






®

Resolver ((f,g),h) = id



((f.g), h) = id









Substituir solucoes



Substituir solucoes

7T1'7T1:f
T -T1 = §&
7T2:h

k-((f g) h)=(f, (g h)



Substituir solucoes

7T1'7T1:f
T -T1 =8
7T2:h

k = <7T1 © T, <7T2 ’ 7Tl77TQ>>



Melhorar...

k = <7T1 © T, <7T2 : 7T1)7T2>>



Melhorar...

k = <7T1 © T, <772 © T, 7T2>>
e {71'2iid~772 }

k = (my - 1, (M2 - 7, id - W)



Melhorar...

k = (my - my, (mp - W1, T2))
& {midm |

k = (my - my, (mp - wq,id - o))
& {frg—(fmegm }

k = (my -y, m X id)



(1171, X id)



(1171, X id)



(my-m1,mo X id)

(idxmy,mpm2)



assocr

(7 x 7)x

assocl

assocr = (my - w1, T X id)
assocl = (id X 7y, o - mp)



assocr

T e
\_/

assocl

assocr - assocl = id



assocr

assocl

assocr - assocl

assocl - assocr

= id
= id



Isomorfismo

assocr

assocl

assocr - assocl

assocl - assocr

= id
= id



Isomorfismo

swap

:

swap

swap - swap = id



Isomorfismo

f-g=id



Isomorfismo

L2 (to0)

a mesma



(o) + . (pnopgropog)

a mesma forma






pdf2jpg

Jjpg2pdf - pdfZjpg # id
pdf2jpg - jpg2pdf # id



pdf2jpg

Jjpg2pdf - pdfZjpg # id
pdf2jpg - jpg2pdf # id



Conversao de formatos

Necessidade



Necessidade Reutilizavel



Necessidade Reutilizavel
exporta

Y



Necessidade Reutilizavel
exporta

Y

A

iImporta



Necessidade Reutilizavel
exporta

Y

A

iImporta

f = importa - r - exporta



Necessidade Reutilizavel
exporta

Y

A

iImporta

f = importa - r - exporta



swap

swap

:

swap

Isomorfismos sdo computacdes



A proposito de swap

swap




swap

swap

swap € uma das unidades basicas da



swap
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Aula TO3



Problema

Obter uma morada de um funcionario ptublico,
sabendo que este se pode identificar através do seu
nimero do cartdo de cidaddo () ou do seu
numero de identificacdo fiscal (/).



Problema

Obter uma morada de um funcionario publico,
sabendo que este se pode identificar através do seu
nimero do cartdo de cidaddo () ou do seu
numero de identificacdo fiscal (/).

morada : Iden —
Iden = U



Problema!

— Np
— Ng



Iden = U = Ny U Ny = Nj



Iden = U = Ny U Ny = Nj

morada : Ny — (M



Em geral, querendo

m: U  —



m: AU b —
Sabemos que

UB={alacA}U{b|b< B}



Precisamos de

(L) e FU{20)]her}



Precisamos de

1(1,a) [ae AfU{(2,b)| be B}
Definicao

+o =1L )€ U2 0) ] e}



Tem-se:
+
definindo

ha=(

:{,‘1

L)

2,)



Uniao disjunta

Claramente:
m: A+ b —
h:A— A4+

bh:5— /A4



Uniao disjunta

Claramente:
m: A+ b —
h:A— A4+
bh:5— /A4



Claramente:
m:A+ b —
h:A— A4+
i2 : — =F

I




Claramente:
m: A+ b —
h:A— A4+
.0 — A+

I

2




Claramente:

m:A-+ D —
h:A— A4+
.0 — A+

I

2




Claramente:

m:A-+ D —
h:A— A4+
.0 — A+







Universal-+

koip=f

e=lrg & {22!



- ko i=f
e=lrg & {22!

Comparar com

k=(f,g) & {Wl'kf

T k=g



Alternativa de funcoes

[f,gl:  +
[f,g] —



Alternativa de funcoes

[f,gl:  +
[f,g] —



Soma de funcoes



Soma de funcoes



Soma de funcoes

I

I



Soma de funcoes

(N

I

I




Soma de funcoes

N

; + ;
I I2




Soma de funcoes

I n i2
|
f\\fnLg g
}
—+ ;
I I



“E so virar as setas’, cf.

Absor¢do-+ lh, k|- (f +g)=|h-f, kg (2.43)



“E sé virar as setas’, cf.
Absorgio-+ lh, k|- (f+g)=1|h-f,k-g] (2.43)

Fusdo- folhkl=1[f h,f K (2.42)



“E sé virar as setas’, cf.
Absorgio-+ lh, k|- (f+g)=1|h-f,k-g] (2.43)
Fusao-+ f-lhkl=1[f h -k (2.42)

Reflexdo-+ i, ] = id (2.41)



|gualdade-+ lh, k| =[f,g| & { Zi; (2.66)



|gualdade-+ lh, k| =[f,g| & { Zi; (2.66)

Functor-+ (h+k)-(f+rg)=hf+k-g (2.44)



|gualdade-+ lh, k| =[f,g| & { Zi; (2.66)

Functor-+ (h+k)-(f+rg)=hf+k-g (2.44)
Functor-id--+ id + id = id (2.45)

etc



Todas estas leis estdo no formulario (Ver Material na
pagina publica)



Composicao sequencial
Composicido paralela
Produto de funcdes



Composicao sequencial
Composicido paralela
Produto de funcdes

Composicao alternativa



Composicao sequencial
Composicido paralela
Produto de funcdes

Composicao alternativa
Coproduto (soma) de fung¢des



(f,g)
fxg

If, gl
f+g

Composicao sequencial
Composicido paralela
Produto de funcdes

Composicao alternativa
Coproduto (soma) de fung¢des

®



Sera que...

fx(g+h) Ffxg+fxh



Sera que...

fx(g+h) fxg+fxh

Ou que



fx(g+h) fxg+fxh

Ou que

Havera 0 tal que



fx(g+h) fFfxg+fxh
Ou que

12~

X (4 )
Havera O tal que

x0=0 7 +0= 27



Relembrar

/Z\
~_

id

id :
id



id

;

el

id :

id

—






Relembrar



Relembrar



Relembrar



Relembrar

swap: X
swap (1, )=
swap
X = X
swap



Relembrar

swap: X
swap (1, )=
swap
X = X
swap



Irreversibilidade...

B




Rolf Landauer (1927-99)

“Information is
physical”




Ainda pior que ;...



Ainda pior que ;...



Ainda pior que ;...

one 10 =1
one "string" =1



Ainda pior que ;...
zero =0
one =1

one 10 =1
one "string" =1
zero "string" =0



1

zero =10
one =1

one 10 =1
one "string" =1
zero "string" =0

4 -3 2 -1




Funcao constante



Funcao constante

3¢c



Funcao constante



Funcio constante



Funcio constante

3¢c




Funcio constante

3¢c




Funcio constante

3¢c




Funcio constante




Funcao constante

3€
boG

by A
B by = bo

(Haskell: const by)



Propriedades



Propriedades

‘Uq



Propriedades

‘Uq



Propriedades

‘Uq



Propriedades

‘Uq



Propriedades

‘Uq




Propriedades

‘Uq




Propriedades

‘Uq




Gestao de informacao



Gestao de informacao



Gestao de informacao



Gestao de informacao



Gestao de informacao

Y



Gestao de informacao

(id. )

Y



Duplicacao de informacao




Duplicacao de informacao

dup = (id, id)



Juncao de informacao

Join = [id, id]



Juncao de informacao

Join = [id, id]



if-then-else

=if p thenf - else g



if-then-else



if-then-else



if-then-else

s



if-then-else



if-then-else

s

*47



if-then-else

-

*47



if-then-else



“Point-free”



if-then-else



if-then-else



if-then-else



if-then-else

em Haskell:

€ data Bool = False | True



em Haskell:

data Bool = False |

representado por True

representado por False

True



O tipo 2

={r, 7} = {False, True}



O tipo 2

:{ 3 }%“{False,True}g{o’l} ~ L

IPTS

= You

{



, | } = {False, True} = {0,1} =-..

12 Yo

T oy

{

-



, | } = {False, True} = {0,1} =-..

12 Yo

T oy

{

-

S



Jjoin




Jjoin

(p,id)




Jjoin

(p,id)

Serd que...







Notacao



Notacao

a-a° =id

oo =id

« determina o°



if-then-else



if-then-else



if-then-else



if-then-else



if-then-else



if-then-else

s

-

0 o«



Condicional de McCarthy

p—f.g "se p entdo f sendo g



p—f.g "se p entdo f sendo g

Do diagrama: p—f ., g = join-(f+g)-a° (p,id)



p—f.g "se p entdo f sendo g
Do diagrama: p—f ., g = join-(f+g)-a° (p,id)

Ora join - (f + g)=|id,id| - (f +g)=|f,g]



p—f.g "se p entdo f sendo g
Do diagrama: p—f ., g = join-(f+g)-a° (p,id)
Ora join- (f +g)=lid,id] - (f + g) =|f, gl
Logo:

—>fq = f, ca’ - 7ld
p g = |[f,g]l-a” (p,id)

p?



Condicional de McCarthy

Guarda de p:

Condicional:

p—f.,g = [f,g] p?



Pointwise



dai



dai

(p—f. g) {

Analise por casos?



dai

(p—f. g) {

Analise por casos?



“Quimica” entre condicional e composicao?

h-(p—f.g)=



“Quimica” entre condicional e composicao?

h-(p—f. g)=
(p—1f.g) h=



“Calculemus”
h-(p—f.g)



“Calculemus”
h-(p—f.g)
~ { definicdo do condicional }



“Calculemus”
h-(p—f.g)
~ { definicdo do condicional }
h-[f,gl p?
~ { fussot }
[h-f,h-gl- p?



“Calculemus”

h-(p—f.g)

~ { definicdo do condicional }
h-[f,gl p?

~ { fussot }
[h-f,h-gl- p?

~ { definico do condicional }

p—(h-f) (h-g)



12 lei de fusao do condicional

Logo:
h-(p—~f.g)=p—(hf) (hg



Logo:

h-(p—~f.,g)=p—(hf) (hg)

E se h correr do condicional?

(p%f,g)-h:



22 lei de fusao do condicional

Ter-se-a:

(p—~f.g)-h=1(p h)—(fh) (g h)



Ter-se-a:

(p—f.g)-h=(p-h)—(f h) (gh)

Intuitivamente @@



Ter-se-a:
(p—f.g)-h=(p-h)—(f h) (gh)
Intuitivamente @@

?



Ter-se-a:

(p—f.g) h

Intuitivamente @@

7 Sé mais tarde.

(p-h)—

(f-h). (g h)



John McCarthy (1927-2011)

Prémio Turing
Um dos pais fundadores da

Doutorado em matematica
(Princeton, 1951)

Inventor da linguagem




Isomorfismos

12

@ o



Isomorfismos

><(><)’£“(><)><
+(B+ () (A+B)+

@ o



Isomorfismos

+ = 2x )



Isomorfismos

+

112

112

2 X



_’_

112

112

112



Isomorfismos

_’_

x 1
x 0

112

112

112



Isomorfismos

_’_

x 1
x 0

+0

112

1R

112

2 X

~n N ey



Isomorfismos

+

x 1
x 0

+0

112

1R

112



Distributividade



Distributividade

distr
‘(B /g\
dist/
YT
\_/

undist/



Lei da troca



Lei da troca



Lei da troca



Lei da troca

Ip

I



Lei da troca



Lei da troca

+
|
m=[f, g| (ml,n> n=|h, k|



Lei da troca




Lei da troca:

(f, gl, [h, k]) = [(F, b, (g: k)]

“tenho um split e dava-me jeito uma alternativa...”



Distributividade

distr

12
X

X (54 ) +

\//

undistr



Distributividade

undistr

undistr = [(f, g). (h. k)]



Distributividade

distr

112

X (24 0) X 4 X

\/

undistr

undistr = [(f, g). (h. k)]



Distributividade

distr

112

X (24 0) X 4 X

\/

undistr

undistr = [(f, g). (h. k)]



Distributividade

distr

112

X (24 0) X 4 X

\/

undistr

undistr = [(f, g). (h. k)]



Distributividade

distr

112

x (B+ () X

\/

undistr

undistr = [(f, g). (h. k)]

+

X



Distributividade
undistr = [(f. g), (h, k)]



Distributividade
undistr = [(f. g), (h, k)]



Distributividade
undistr = [(f. g), (h, k)]



Distributividade
undistr = [(.g). (h, k)]

— A X
L Ck
1

~— A X



Distributividade
undistr = [(f. g), (h, k)]

<L X # X
+CE-Ax + <
A oA x
4 i1-m ¢ + I+

undistr — [<7I'17 n- 7T2>, <7I'17 I - 7T2>]



Distributividade

undistr = [(m1, iy - m2), (M1, i - T2)]

distr

x (5 +0) = X 4+ X

\/

undistr



Distributividade

undistr = [(m1, iy - m2), (M1, i - T2)]

distr
x (5 +0) = X B4+ A %
undistr

Pela definicao de f x g

undistr = [id X iy, id X ]



Distributividade

undistr = [(m1, iy - m2), (M1, i - T2)]

distr
x (B + C) = X B+ AX
undistr

Pela

undistr = ([my, m1], [i1 - 72, i> - o))



Lei da troca:

(f, gl, [h, k]) = [(F, b, (g: k)]

“tenho um split e dava-me jeito uma alternativa...”



Lei da troca:

(f, gl, [h, k]) = [(F, b, (g: k)]

“tenho um split e dava-me jeito uma alternativa...”
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Em Haskell: Isomorfismo
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Logo .
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Em Haskell: Isomorfismo

1

Logo .

e
\ic_”/



funcoes envolvendo o tipo
Sao necessariamente



funcoes envolvendo o tipo
Sao necessariamente

"Bang":



funcoes envolvendo o tipo

Sa0 necessariamente

"Bang":

"Points”:

i



O tipo

{}



Imediato em eg. Haskell:

data Zero

{}



=1{}

Imediato em eg. Haskell: n3o é habitado: = ( € )

para todo o



=1{}

Imediato em eg. Haskell: n3o é habitado: = ( € )

para todo o

impossivel f : quando  #



O tipo



De facto



De facto



De facto

—

W o~
< <

w W

—

((}
—— e

X X X



O tipo | +



+
ipo

tip

(0)

I

I




+
ipo

tip

(0)

I

I




+
ipo

tip

(0)

I

I
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O tipo | +




O tipo | +

+ "apontador para



Mais isomorfismos!



Mais isomorfismos!

Voltando a

Obter uma morada de um funcionario ptiblico, sabendo que
este se pode identificar através do seu nimero do cartio de
cidaddo () ou do seu nimero de identificacdo fiscal

(NIF).



Mais isomorfismos!

Voltando a

Obter uma morada de um funcionario ptiblico, sabendo que
este se pode identificar através do seu nimero do cartio de
cidaddo () ou do seu nimero de identificacdo fiscal

(NIF).

Em Haskell:
data Iden = CC Int | NIF Int



Mais isomorfismos!

Obter uma morada de um funcionario ptiblico, sabendo que
este se pode identificar através do seu nimero do cartio de
cidaddo () ou do seu nimero de identificacdo fiscal

(NIF).
Em Haskell (Portugal):

data Iden = CC Int | NIF Int
Em Haskell (Alemanha):

data Iden = IDK Int | SZN Int



Mais isomorfismos!

Vamos ver isto no GHCI



Mais isomorfismos!

I I
+

[cC, NIF]

l

Iden

CC NIF

data Iden = CC Int | NIF Int



Mais isomorfismos!

in=[CC,NTF]



Mais isomorfismos!

out=in°
Ide&(/ +
/ in=[CC,NIF]

Sintaxe



Mais isomorfismos!

out=in°
Iden = +

_ in=[CC,NIF] _
Sintaxe Sintaxe



Mais isomorfismos!

out=in®
Ideii\\\\\fiﬂz//////—%
: / in=[CC,NTF] \
Sintaxe Sintaxe

in (entrar)



Mais isomorfismos!

out=in®
Ideb -
: / in=[CC,NTF] \
Sintaxe Sintaxe

in (entrar)

out (sair)



Maybe

[Nothing, Just] Tust

Nothing
Maybe

data Maybe a = Nothing | Just a



Maybe

A
Maybe = +

~_

in = [Nothing,Just]



Maybe

/om:ino\*
Maybe = +

~_

in = [Nothing,Just]

out -in = id



Maybe

out-in=id



Maybe

out -in = id
=4 { in = [Nothing, Just] }

out - [Nothing, Just] = id



Maybe

out -in = id
=4 { in = [Nothing, Just] }
out - [Nothing, Just] = id
= { fusdo-+ }

[out - Nothing, out - Just] = id



Maybe

out-in = id
& { in= [Nothing, Just] }

out - [Nothing, Just] = id
= { fusdo-+ }

[out - Nothing, out - Just] = id
= { universal-+; funcido constante }

out - Nothing = i
out - Just = i,



Maybe

= { varidveis ; Nothing: | — Maybe }

out - Nothing () = i1 ()
(out - Just) =i



Maybe

= { varidveis ; Nothing: | — Maybe }

out - Nothing () = i1 ()
(out - Just) =i

=2 { composi¢do (pointwise) }

out Nothing = /1 ()
out (Just ) = i2



Maybe

= { varidveis ; Nothing: | — Maybe }

out - Nothing () = i1 ()
(out - Just) =i

=2 { composi¢do (pointwise) }
{ out Nothing = /1 ()

out (Just ) = i2

Maybe =

\/

in = [Nothing,Just]



Either

Either

out

@

in = [Left,Right]



Either

Either

[, g]

out

@

in = [Left,Right]

I Ip
_|_

Left MNLeft,Right Right

Either

either f g



Variantes de notacao

243 notacao operador entre



243 notacao operador entre

+23 notacao operador antes



243 notacao operador entre
+23 notacao operador antes

23 + notacao operador depois



2+3
+23
23+

+ (2,3)

notacao
notacao

notacao

operador entre
operador antes
operador depois

argumentos agrupados



notagao argumentos a vez



notacao

argumentos a vez

argumentos agrupados



“Curried”? “uncurried”

Terminologia é
homenagem ao
matematico

(1900-1982) que
desenvolveu a teoria de
que deriva a

(1936).




Exemplo

1 .



Exemplo

T - X

7T1(7)



Exemplo

T1:A X D —

7T1(7)

(notagdo prefixa “uncurried”)



Prelude> pl(a,b)=a
Prelude> pl’ a b = a
Prelude> :t pl

pl :: (a, b) -> a
Prelude> :t pl’

pl’ :: a ->b -> a
Prelude>



Em Haskell

w1/ = curry m



Em Haskell

w1/ = curry m

M = uncurry m/



T/ = curry m

T = uncurry mi/

Importante:
curry (e uncurry ) aceitam fungdes como

curry (e uncurry ) ddo fungdes como



1/ = curry m

T = uncurry mi/

Importante:
curry (e uncurry ) aceitam fungdes como

curry (e uncurry ) ddo fungdes como

Dizem-se funcoes de



Curry | uncurry

curry =((, )= )= — =)

uncurry (0 — = )= () —



Curry | uncurry

curry = ((2,0) =)= (>0 — )

uncurry :(o—b—c)—=(50)—



Curry | uncurry

curry = ((2,0) =)= (o> 0b— )

uncurry :(o—b—c)—=(50)—



Curry | uncurry

curry = ((2,0) =)= (o> 0b— )

uncurry :: (a— b—c) —|(a,b)—

inversas uma da outra?



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —

curry



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —

curry f



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —

curry f



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —

curry f



Curry | uncurry

curry = ((, )—> )= — —

curry f =



Curry | uncurry



Curry | uncurry

curry :((a,0) =2 c)—>a—b—
curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —



Curry | uncurry
curry :((a,0) =2 c)—>a—b—
curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —

uncurry



Curry | uncurry
curry :((a,0) =2 c)—>a—b—
curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —

uncurry g



Curry | uncurry

N

curry :((a,0) =2 c)—>a—b—

curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —

uncurry g (-, )



Curry | uncurry

N

curry :((a,0) =2 c)—>a—b—

curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —

uncurry g (1, ) =



Curry | uncurry

N

curry :((a,0) =2 c)—>a—b—

curry f = f (a, b)

uncurry (- — — )= (, ) —
uncurry g (1, ) =g



Curry | uncurry

curry (uncurry ) =f
uncurry (curry f) =f



Curry | uncurry

uncurry g (1, ) = g



Curry | uncurry

uncurry (curry f) (, ) = curry f

curry f

f(50)



Curry | uncurry

uncurry (curry f) (-, )

F(,)



Curry | uncurry

uncurry (curry f) =f



Curry | uncurry

(uncurry - curry ) f="f

id



Curry | uncurry

(uncurry -curry ) f=idf



Curry | uncurry

uncurry -curry = id



Curry | uncurry

curry (uncurry f) =17



Curry | uncurry

curry f - =1 (1, )



Curry | uncurry

curry (uncurry g) = uncurry g (-, )

uncurry g (1, ) =g



Curry | uncurry

curry (uncurry g)

=&



Curry | uncurry

curry (uncurry g)

=&



Curry | uncurry

curry (uncurry g) =g



Curry | uncurry

(curry -uncurry )g=g

id



Curry | uncurry

(curry -uncurry )g=idg



Curry | uncurry

curry -uncurry = id



Isomorfismo

curry

1
112

uncurry



O tipo



O tipo

= {f|f: =}

NB: as funcdes vao do expoente /' para a base



Isomorfismo

curry
X = = — (=)

uncurry



Isomorfismo

curry

T~

X —

112

%

uncurry



Isomorfismo

uncurry

Cf. poténcias numéricas:






Curry | uncurry

curry

T

X = —

~_

uncurry

112



Curry | uncurry

curry

T

X = —

~_

uncurry

112



Curry | uncurry

uncurry



Curry | uncurry

uncurry



Curry | uncurry

uncurry

uncurry




Exponenciacao



Exponenciacao

~|
‘F‘

f abrevia curry f



Exponenciacao

f abrevia curry f



f abrevia curry f



Exponenciacao

~|
~|
X — X —

f abrevia curry f



De volta a curry f = f (a, b)
H_/—/
f



De volta a curry f
"
f
g
~/~
f'



De volta a curry f = f (a, b)
H_/—/
f
g
A~
f'
&
124

:f(7)

{ introduzir g = f }

:f(7)



De volta a curry f = f (a, b)

H_/—/

f
4
~~
f = f (a, b)

=2 { introduzir g = f }
g = f(? )

=

{ introduzir ap (f, ) = f }

ap(ga):f(v)



Vamos em ap (g, /) = f (=, )

= { g—f ;natural—id}



Vamos em ap (g, ") =f (-, 1)

= { g—f ;natural—id}
ap (f ,id ) = f(,)
= { produto (f x g) (+, /) = (f g)}

ap ((f x id) (+,1)) = £ (")



ap



ap



Cancelamento



ap - (f < id) = f



k=F=ap (kxid)=f



Propriedade universal






Fusao



Fusao

|




Fusao

%/

g T
X X—— X<+—x — X
[N~ QQ
. 80



Fusao

%/

§S T
Xe— X—— X<+—x — X
[S~ ST
%~ 80



Fusao

%/

§S T
T X—— X<+—x — X
1%~ Q0
1)

[S~



Fusao

f (g xid)

|

0q
X—X—»X—X.—>><
oY
—
0
X
o
N—

Q
\\

=




Curry | uncurry

curry

curry

T

X —

112

uncurry

uncurry

%

Y




Curry | uncurry

curry

Abreviaturas:

curry

/////—~\\\\ curry f=F*

X = —

112

uncurry

uncurry




Curry | uncurry

curry
F g Abreviaturas:
///jffz\\\\ curry f = f
X B — = — uncurry f = f
uncurry
uncurry




A

uncurry

Abreviaturas:

curry f = f
uncurry f=F
Isomorfismos:
f=gof=¢g
k=hek=h



Absorcao (exponenciacao)



Absorcao (exponenciacao)

|

B ——
~|

X —>\< —
Q.

\\



Absorcao (exponenciacao)



Absorcao (exponenciacao)

|
~|
X — X —»
5:
\H



Absorcao (exponenciacao)




Absorcao (exponenciacao)

ap




Absorcao

|




Absorcao

|

ap
T><
- a
X icjg y
| ap
X
f
><| id
X

expg =g ap



Absorcao

0q
|




Absorcao

(05!
—

0
\H

~|



Sumario

f-g sequencial



Sumario
f-g sequencial

(f.g)



Sumario
f-g sequencial

(f.g), fxg paralela



Sumario
f-g
(f.g) fxg

[f. g]

sequencial

paralela



Sumario
f-g

(f.g) fxg

sequencial

paralela

[f.gl, f+g



Sumario
f-g

(f.g) fxg

sequencial

paralela

f.gl.f+g p—f~f.g alternativa



Sumario

f-g sequencial
(f.g), fxg paralela
f.gl. f+g p—f.g alternativa

?



Sumario

f-g sequencial
(f.g), fxg paralela
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f,expf ordem superior



Sumario

f-g sequencial
(f.g), fxg paralela
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®



Sumario

f-g sequencial
(f.g), fxg paralela
f.gl f+g. p—f.g alternativa
foexpf ordem superior

®
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X registos (“structs”)



Sumario
X registos (“structs”)

+ registos variantes ( “unions” )



Sumario
X registos (“structs”)
+ registos variantes ( “unions” )

+ “apontadores”



Sumario

X registos (“structs”)
+ registos variantes ( “unions” )
+ “apontadores”

“arrays”, “streams”



Sumario

registos (“structs”)
registos variantes ( “unions”)
“apontadores”

“arrays’, “streams’

®



Sumario

registos (“structs”)
registos variantes ( “unions”)
“apontadores”

“arrays’, “streams’

®

estruturas polinomiais



H Sintaxe abstracta Pascal C/C++ Description H
record struct {
P: A; A first;
A X B - B second: Records
end; s
record struct {
case int tag; /* 1,2 %/
tag: integer union {
A+ B of x = A ifA; Variant records
1: (P:h); B ifB;
2: (S:B) } data;
end; ks
B? array[A] of B B ...[a] Arrays
1+ A “A A ... Pointers
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Polimorfismo

reverse :: [ | — [ |



Polimorfismo

reverse ;i [ | — [ ]

reverse [ ] =[]



Polimorfismo

reverse ;i [ | — [ ]

reverse [ ] =[]
reverse :: String — String



Polimorfismo

reverse ;[ | — [ |

reverse [ ] =[]
reverse :: String — String



reverse - [ | — [ |

reverse i [ ] — [ /]
reverse :: String — String

“From the of a we can derive a
that it satisfies. (...) How useful are the theorems so
generated? Only time and experience will tell (...)"



Propriedades gratis

[2,5,0,5,1]



Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < ' [2,5,0,5,1]




Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < ' [2,5,0,5,1]

Succes

A 4

[2,6,1,6,3]



Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < ' [2,5,0,5,1]

Succes Succs

\{ \{

[2,6,1,6,3] 3,6,1,6,2]



Propriedades gratis

[1,5,0,5,2]

Succes

\

[2,6,1,6,3]

reverse

A

A

\

reverse

i [3,6,1,

' [2,5,0,5,1]

Succs

6,2]



Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < i [2,5,0,5,1]

map succ map succ
[2,6,1,6,3] < i [3,6,1,6,2]

reverse



Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < ' [2,5,0,5,1]




Propriedades gratis

reverse
[1,5,0,5,2] < ' [2,5,0,5,1]

map even




Propriedades gratis

reverse

[1,5,0,5,2] <

map even

' [2,5,0,5,1]

map even



Propriedades gratis

[1,5,0,5,2] <

map even

reverse

reverse

' [2,5,0,5,1]

map even



Propriedades gratis

take 3
[2,5,0]

' [2,5,0,5,1]

A



Propriedades gratis

take 3

A

[2,5,0] ' [2,5,0,5,1]

map (2x)

A 4

[4,10,0]



Propriedades gratis

take 3
[2,5,0]

A

' [2,5,0,5,1]

map (2%) map (2x)

\{ \{

[4,10,0] [4,10,0, 10, 2]



Propriedades gratis

take 3
[2,5,0] = 7 ' [2,5,0,5,1]
map (2%) map (2+)
[4,10,0] - [4,10,0, 10, 2]

take 3



Propriedades gratis

drop 2
"ogramas" - | "Programas"




Propriedades gratis

drop 2

"ogramas"

map upper

A 4

"OGRAMAS"

| "Programas"



Propriedades gratis

drop 2

A

"ogramas" | "Programas"

map upper map upper

A 4

"OGRAMAS" "PROGRAMAS"

\ 4



Propriedades gratis

drop 2

A

"ogramas"

map upper

A 4

A

"OGRAMAS"
drop 2

"Programas"

map upper

"PROGRAMAS"



De volta a...

assocr

assocl

assocr - assocl

assocl - assocr

= id
= id



Propriedade gratis

assocl

((2, ), cpr) = (2, (7, "cpm))




Propriedade gratis

assocl

(2, 7),"cP") = (2,7, "cP"))

(succ x =) x|

(3,7, 0)



Propriedade gratis

assocl

(2, 1), "cP") - (2,(7,"cP")

(succ x =) x| succ x (- x 1)

(3,7, 0) 3., 0))



Propriedade gratis

(2, 1), "cP") - assodl (2,(7,"cP")
(succ x =) x| succ x (- x 1)
((G,7)0) G0

assocl



Propriedade gratis

assocl

((’)7)‘



Propriedade gratis

assocl

(()) - ()

(f xg)xh

(F g )b )



Propriedade gratis

assocl

(()) - ()

(fxg)xh f < (g x h)

(F g )b ) (F (e b))



Propriedade gratis

assocl

(()) -

(f xg)xh

((f g )h )

(4, (5, ))

f x (g x h)

\

(f (g ,h )

assocl



Propriedades gratis



Propriedades gratis

assocl




Propriedades gratis

assocl




Propriedades gratis

assocl

(f xg)xh f x (g x h)




Propriedades gratis

/
(A x B) x ) assoc % (B x C)
(f < g)xh f x (g x h)
(OxE)x i < x (- x ")
assocl

((f x g) x h) - assocl = assocl - (f x (g x h))



De volta a...

swap

:

swap

swap - swap = id



Regra pratica




Regra pratica

swap

swap



Regra pratica

swap

swap



Regra pratica

swap

X
A
X

swap

(g x f)-swap =swap - (f x g)



Nas setas verticais, que tém aspas



Regra pratica
Nas setas verticais, que tém aspas
Substituir /1 :=f, = =g, etc

No caso de tipos concretos, substituir por id, eg. = := id



Regra pratica
Nas setas verticais, que tém aspas
Substituir /1 :=f, = =g, etc
No caso de tipos concretos, substituir por id, eg. = := id

Retirar as aspas.



Caso mais simples...

id




Caso mais simples...

id

A

id



Caso mais simples...

id

A

id




Natural-id @
id

A

A

id

foid=id-f



Natural-m;

1

A



Natural-m;

1

A

A

1



Natural-m;

1

A
X

A
X

1



Natural-m; @

1




De volta ao " if-then-else”



22 lei de fusao do condicional

Aulas TP:



Aulas TP:
(p—f,g)-h=p-h—Ff-h g-h
consequéncia de

prof = (F+1)-(p-f)



Aulas TP:
(p—f.,g)-h=p-h—Ff-h g-h
consequéncia de

prof = (F+1)-(p-f)

E desta ultima?



Aulas TP:
(p—f.,g)-h=p-h—Ff-h g-h
consequéncia de

prof = (F+1)-(p-f)

E desta ultima?



Provar

sabendo:

f = (f+f)-(p-1)?



Relembrar



Tentemos provar...



Tentemos provar...

p - f
= { pr=0a°(p.id) }
a®-(p,id) - f



Tentemos provar...

p - f

= { pr=0a° (p.id) }
a’ - (p,id) - f

= { fusio-x }

o p-fid-f)



Tentemos provar...

p - f

= { pr=0a° (p.id) }
a’ - (p,id) - f

= { fusio-x }

o p-fid-f)
= { natural-id duas vezes }

o lid-p-f,fid)



Tentemos provar...

p -f
= { p? =a° - (p,id) } = { x-absorption }
a - (p,id) - f a-(id x f)-(p-f,id)

= { fusio-x }
o p-fid-f)
= { natural-id duas vezes }

o lid-p-f,fid)



Tentemos provar...

p -f
= { pr=a-(pid) } = { x-absorption }
a - (p,id) - f - (id x f)-(p-f,id)
— { fusio-x } = { =}
a”-(p-f,id-f) 7?7
— { natural-id duas vezes } = { =}

o lid-p-f,fid) 7



Relembrar



Gratis de o°




Gratis de o°

A



Gratis de o°




Gratis de o°

f+f id x f

Y Y

_|_

A
X

o

(07

(F+f) a°=a° - (id x f)



. e acabemos a prova!

p -f — { x-absorption }

= { pr=ac-(pid) } o - (id < f) - (p- f,id)
a’ - (p,id) - f

= { fussox }

a”-(p-f,id-f)

— { natural-id duas vezes }

a-(id-p-f,f-id)



. e acabemos a prova!

p - f — { x-absorption }

= { p?2=0°(p.id) } o - (id x f) - (p- f,id)
a - (p,id) - f = { eritisdea° }

= { fusso-x } (f+f)-a-(p-f,id)
a”-(p-f,id-f)

= { natural-id duas vezes }

a - (id-p-f,f-id)



. e acabemos a prova!

p -f — { x-absorption }

— { pr=0(p.id) } o - (id x f)- (p- f,id)
o p,id) - f N

= { o } (F+F)-af - {p-f,id)
a’ - (p-f,id-f) — { pr=a°-(pid) }

= { natural-id duas vezes } (F+f)-(p-f)?

a-(id-p-f,f-id)
®



29 parte da matéria



O que um programa



Como nasceram os célebres?



Como nasceram os célebres?

Por exemplo, “ "7



O que um programa



Como nasce um programa?



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
X(h+1)= x4+ x1



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
X(h+1)=x 1+



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
X(0+1)=x0+



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
Xx1= x0+



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
x1=0+



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
X 1=



Como nasce um programa?

x0=0
X 1=
X(h+1)=x 1+



Como nasce um programa?



Como nasce um programa?



O que © um programa?



O que © um programa?



O que

um programa?



O que © um programa?



O que

um programa?



O que © um programa?



O que

um programa?



O que

um programa?



O que

um programa?



O que

um programa?



O que © um programa?



O que © um programa?



O que © um programa?

[(+x) -0, (+x) - suee] = [0, (++) - (+x)]



O que © um programa?

(+x) - [0, suec] = [0, (++) - ()]



O que © um programa?

() -0, suce] = [0 id, (++) - ()]



O que © um programa?

(%) - [0, suec] = [0, (++)] - (id + (-x))



(+x) - [0, suec] = [0, (++)] - (id + (-x))



(+x) - [0, suec] = [0, (++)] - (id + (-x))

0. succ|




(+x) - [0, suec] = [0, (++)] - (id + (-x))

0. succ|

id + (%)




(+x) - [0, suec] = [0, (++)] - (id + (-x))

0. succ|

id + (%)

[0, (-+)]



Um programa é um “rectangulo”

0. succ]

A

A

[0, (-+)]

id + (%)



Um programa é um “rectangulo”

0. succ]

_I_

_I_



Um programa é um “rectangulo”

0. succ]

_l_

_l_



Um programa é um “rectangulo”

0. succ]

_I_

_l_



Existira [0, succ]°?

0, succl°

[0, (-+)]

id + (%)



Existira [0, succ]°?




Existira [0, succ]°?

0, succl°

[0, (-+)]

id + (%)



Existira [0, succ]°?

0, succl°

id + (+x)

[0, (-+)]
(+x) = [0, (++)] - (id + (~x)) - [0, succ]*(?)



0, succl®

Chamemos out:  — -+  a essa (possivel) inversa:

out - [0, succ| = id



Existira [0, succ]°?

Chamemos out:  — +  a essa (possivel) inversa:
out - [0, succ| = id
~ { fusdo-+ }

[out - 0, out - succ| = id



Existira [0, succ]°?

Chamemos out:  — +  a essa (possivel) inversa:

out - [0, succ| = id
& { fusso-+ }

[out - 0, out - succ| = id
& { universal-+ }

out - Q = il
out - succ = i



Existira [0, succ]°?

out-0 =4
out - succ — i



Existira [0, succ]°?

out-0 =4
out - succ — i

= { introduzir varidveis }

{out(g ) =h

out (succ ) =i



Existira [0, succ]°?

out-0 =4
out - succ — i

= { introduzir variaveis }
out (Q ) — i
out (succ ) =i
~ { simplificar }

out 0 =5
OUt( +1):Iz



Existira [0, succ]°?

out-0 =4
out - succ — i

= { introduzir variaveis }
{OUt(Q ) =i out 0 = i;
out (succ ) = i out ( +1)=14h
~ { simplificar }

out 0 =5
OUt( +1):Iz



Problema



Solucao

out 0 =1 ()
{out( +1)=1h ®

\/

in=[0, succ]



Solucao
out 0 =1 ()
out( +1)=h
/_\
=~ +
\/

( ><)| in=[0, succ] id+( %)

+

\_/
[0,( )]



Diagrama

[0, +]

( %)=k where k =[0,( +)| - (id + k) - out



divide

divide

conquer

conquer




Variacoes no diagrama




Variacoes no diagrama

id+k

[L,(>)]
=k where k =[1,( x)|-(id + k) - out



Generalizacao do diagrama

0:1
1:



Generalizacao do diagrama

kg=g- (id+ kg)- out



Generalizacao do diagrama




Definicao

out
_|_




Propriedade




Propriedade universal




Universal- <:

7T1'k:f
T k=g

k=(f,g) < {



Universal- <:

Universal--+:

L k=f
-k
k-ip=f

ki



Universal- <:

Universal--+:

Universal-expo:

k=f & ap-(kxid)=f



Universal- <:

Universal--+:

Universal-expo:
k=f & ap-(kxid)=f
Universal-cata:

k= (g) © k-in=g-(id+ k)



Catamorfismo

gats, (raTa)

para baixo



(kraTa) + . (poporopo()
para baixo transformacao



Propriedade universal-cata




Cancelamento-cata

k=(g) e k- in=g-(id+ k)



Cancelamento-cata

0
I

(g) & (g)-in=g-(id+(g))



Cancelamento-cata

(g)-in=g-(id+(g))



Definicao-cata

(g) =g (id+(g))- out



Definicao-cata

out
_|_




Propriedade universal-cata

in=[0,succ]

id+k

_l_

k=(g) & k-in=g-(id+ k)



Reflexao-cata

k= (g) e k-in=g-(id+ k)



Reflexao-cata

id=(g|) & id-in=g-(id+ id)



Reflexao-cata

id=(g) &in=g



Reflexao-cata

in=[0, succ|

id—( inDJ

id+(in)

(in) =id



Propriedade fusao-cata

in=[0, succ|
e

(g) id+(g)

f id+f




Propriedade fusao-cata

in=[0, succ|
e

(g) id+(g)

f id+f




Fusao-cata



Fusao-cata

f-(g)=1(h)
N { universal-cata para k = f - (g }

f-(g)-in=h-(id+f-(g))



Fusao-cata

f-(gh=(h)
= { universal-cata para k =f - (g} }
f-(g)-in=h-(id+f-(g))
=% { cancelamento-cata }

f-g-(id+(g))=h-(id+f (g))



Fusao-cata

f-g-(id+(g))=h-(id-id+f-(g))



Fusao-cata

f-g-(id+(g))=h-(id-id+f-(g))
= {functor—+}
f-g-(id+(g))=nh-(id+f) (id+(g))



Fusao-cata

f-g-(id+(g))=h-(id-id+f-(g))
-~ {functor—+}
f-g-(id+(g))=h-(id+f) (id+(g))
{ Leibniz }
f-g=h-(id+f)



f-g-(id+(g))=h-(id-id+f-(g))
& +

g G (g))=h-(d 1) (i + ()

f.g=h (id+f)

Em suma:
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O que © um programa?

Por exemplo, “ "7



Por exemplo, “ "7

Programas sdo “rectangulos” @



Por exemplo, “ "7
Programas sdo “rectangulos” @

Mas ha ainda um caminho a percorrer...



node




node

info




node

info




L 1 head pointer

head node

info link info link —

null

“pointer” =



L 1 head pointer

head node 008 node

“pointer” =

Hnode” =



[+ 1 head pointer

head node node

info link

Substitutuicdo =1



[+ 1 head pointer

head node node

link p—

null

De facto =1



Lista ligada

= 1+ X



Lista ligada

= 1+ X

out

sm



Lista ligada

= 1+ X

out

sm

in = [nil, cons]



Lista ligada

=14 X

out

;

. . nil —=1]
in = [nil, cons] { cons (-, 1)



Lista ligada

=14 @ X
out
—" &~ 14N, x
—
N nil —=1]
in = [nil, cons] { cons ()= -1

out-in=id



Lista ligada

out

%

1+

{out-in:id

in = [nil, cons]



Lista ligada

out

%

1+

{out-in:id

in = [nil, cons]



Lista ligada

{out-in:id :{out[]:il()

in = [nil, cons]

out( : ):ig(, )



Recordar a concatenacao de listas



Recordar a concatenacao de listas que é tal que

[1+4+ =



Recordar a concatenacao de listas que é tal que

[1+4+ =
[a] + x =



Recordar a concatenacao de listas que é tal que

[1+4+ =
[a] + x =

Propriedades:



Recordar a concatenacao de listas que é tal que

[1+4+ =
[a] + x =

Propriedades:

length [] =0



Recordar a concatenacao de listas -+ que é tal que

14 =
[o] 4+ =

Propriedades:

length [] =0
length[ 1=1



Recordar a concatenacao de listas -+ que é tal que
[1 4 <=
o] 4+ x =

Propriedades:

length [] =0
length[ 1=1
length ( + ) = length + length



Comprimento de uma lista

length [] =0
length[ ]1=1
length ([ 1+ ) = length[ |+ length



Comprimento de uma lista

length [] =0
length[ ]1=1
length ([ 1+ ) = length[ |+ length

length ( : ) =1+ length



Length of a list

length [] = 0
length ( : ) =1+ length



Length of a list
length [] = 0
length ( : ) =1+ length

(length - nil) _ =0 _
(length - cons) (, ) =1+ length (my (, ))



Length of a list
length [] = 0
length ( : ) =1+ length

(length - nil) _ =0 _
(length - cons) (, ) =1+ length (my (, ))

length - nil =0
length - cons = succ - length -



Length of a list

length - nil =0
length - cons = succ - length - 5



Length of a list

length - nil =0
length - cons = succ - length - 5

length - [nil, cons| = [0, succ - m| - (id + id x length)



Length of a list

length - nil =0
length - cons = succ - length - 5

length - [nil, cons] = [0, succ - m| - (id + id x length)

= ]_ + X
\/ LJ _ -
/engthl in lid—&-idx/ength in = [n.I/, CO”S]
out =in°
14+ Ny x
\/

[0,succmm|



Somatoério de uma lista

Y~
\/ - _ -
suml in lid—&-idxsum { = [n_ll’ cons]
out = iIn°
+ X
\/
[0,add|

sum -in = [0, add| - (id + id x sum)



Generalizacao

/2_\ + X
\_/

kl in lid+id><k
\/+ X



Generalizacao

/2_\ + X
\_/

kl in lid+id><k
\/+ X

-

n

id+k



Generalizacao

TE
kl in lidﬂdxk
+ Np %
\\g/

-

n

id+k



Generalizacao

TE
kl in lid+id><k
aF X
\\g/



Abstracao ()



Abstracao (| )



Abstracao (| )

/%JN 4
" e Jere
-~ a4
4



Abstracao (listas)

\/
kl in iidJridxk
-~ + No X



Abstracao (listas)

/%_\) + X
\/

kl in iidJridxk
\E/+ X

k=id+id x k



Abstracao (listas)

/%—\) + X
\/

kl in iidJridxk
\E/+ X

k=id+id x k



Abstracao



Abstracao



Abstracao



Abstracao

k=(g) le-se: k é o catamorfismo de g.



Catamorfismo



Catamorfismo

Propriedade universal:

k=(g) < k-in=g-:



— N
Naturais: { -+ 0, suee]
— |

{ f=id+f



Naturais:

— N
in = [0, succ]

— 14
f=id+f



— N
in = [0, succ]

Naturais: for
el

f=id+f

Listas: 4 M= [nil, cons|
=14+ Np X
{ f=id+id xf



= N,
Naturais: { o [0, succ]
{ f=id+f

Listas: in = [nil, cons]
{ f=id+idxf

foldr f e = (e,



Exemplos ja vistos

Naturais:

Listas:

sum = ([0, add])
length = ([0, succ - mo] )



Cancelamento-cata

Em
k=(g) & k-in=g-

faca-se k:=(g):



Cancelamento-cata

Em

faca-se k := (g



Cancelamento-cata

Em

faca-se k := (g



Cancelamento-cata

=
k=(g) & k-in=g- k
faca-se k:= (g:
(g) —(g) & (g)-in=g-" (&)
& { x=x&true }
< (g)-in=g-" (g
& { trivial }

(g) in=g- (g)



Cancelamento-cata

lgh-in=g-" (g)
= { isomorfismo in/out}

(g) =g (g): out



Cancelamento-cata

lgh-in=g-" (g)
= { isomorfismo in/out}

(g) =g (g): out



Cancelamento-cata

lgh-in=g-" (g)
= { isomorfismo in/out}

(g)=g- (g) - out

definicao executdvel



O que “é exactamente” 7



O que “é exactamente” 7

Recordar
(gratis)



O que “é exactamente” 7
Por exemplo:

=1

Recordar
(gratis)



O que “é exactamente” 7

Por exemplo:

= 1.
f f
Substituir maitdsculas () por
minusculas f):
Recordar ( )

(gratis)



O que “é exactamente” 7

Por exemplo:

= 1.
f f
Substituir maitdsculas () por
minusculas f):
Recordar ( )

(gratis) f=id+idxf



Propriedades

(g-f) =( g (1)



id = id



id = id



id = id

-












Exemplo bem conhecido

Functor lista

f=f



Exemplo bem conhecido

Functor lista

f=f where f =



De facto



De facto



(g f) =lg | «I[f | <1



d =[] « ]=

(g f) =lg | «I[f | « ]l=(gf)
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Recordar
id = id
(g-f) = ( g)-( 1)

Estas propriedades s3o essenciais para raciocinar sobre

Ver exemplo a seguir.



Propriedade fusao-cata




Fusao-cata



Fusao-cata

f-(g)=(h)
& { universal-cata para k:f-(]gD}

f-(g)-in=h-"(f(g))



Fusao-cata

f-(g)=(h)
& { universal-cata para k:f-(]gD}

f-(g)-in=h-" (f-(g))

~ { cancelamento-cata }

f-g- (gh=h-(f (g))



Fusao-cata



Fusao-cata

f-g- (gh=h-"(f (g))
=4 {functor (1)}

f-g-" (gh=h-"f-"(g)



Fusao-cata



Fusao-cata

Em suma:

£

£

g .

g .

lgh=nh-

{ functor-r (1) }
Ig)=h-
{ Leibniz }

f-g=h-( f)

(f-(g))

f- (g



O padrao (f,g) = (h)

Catas que produzem pares:

— ~
~_ _ @ —
Gng in
X (
\—/



Catas que produzem pares



Recursividade mutua

out
— ~
— @ —
(f,h>—Q(k,m>|)l in
X



Recursividade mutua



Recursividade mutua

(£, h) = ({k,m))

& { universal-cata }

(f,h) -in= (k,m)-  (f h)
~ { fusdo-x }

(f-injh-in)=(h- (f,h),m-  (f h))
<~ { Eq-x }

{f-!nik- (f, h)



Recursividade mutua — caso ' =

(f.g) = ({h.k))

<~ { recursividade mitua com in = [0, succ] etc }

{ f-[0,succ] =h-(id+ (f,g))
g |0, succ|l =k - (id + (f,g))

& { sejam h = [hy. hy| e k = [ky. ko] }

{ f [0, succl = [h1, ho| - (id + (f, g))
g - [0, succ| = [k, ko| - (id + (f, g))



Recursividade mutua — caso ' =

Continuando:

(f,g) = (([h1, o], [k, ko]) )

{ leis dos coprodutos }

{
{

£
£
g
g

0=
succ = hy - (f,g)
0=k
succ = ky - (f,g)



Finalmente, adicionar varidveis no lado direito, com h; = e

{fO:
(f,8) = ([, hal, L. k))& 70 =la e s)

o
g(n+1)=k (f ngn)



fib0=1
fibl=1
fib (n+2)=fib(n+ 1)+ fibn

Claramente, ndao é um catamorfismo de

Mas pode ser transformado nesse sentido.



Vamos definir uma fungao auxiliar:
fn=fib(n-+1)
De imediato:

fo=fibl=1
f(n+1)=fib(n+2)=fn+fibn



Quanto a fib propriamente dita:

fib0 = 1
fib(n+1)=Ffn

Em suma, temos a recursividade mutua:

fo=fibl=1
f(n+1)=fn+fibn

fib0=1
fib(n+1)="fn



Aplicando a lei a este caso:

F0=
{f(n+l):h2(fn,fibn) QL
{flbO: g <f7 flb>_<]<[_ h2]f[_?k2]>D

fib (n+ 1) = ko (f n, fib n)



Exemplo — Fibonacci

Solugdes:
=1
=1
h2 = add
k2 = 71
Logo:

(f, fib) = (([L, add], [1, m]))



Sendo (f, fib) um
catamorfismo de
podemos converté-lo
num ciclo-for de
acordo com a definicao
deste:



Sendo (f, fib) um
catamorfismo de
podemos converté-lo
num ciclo-for de
acordo com a definicao
deste:

(f, fib)

(f, fib)

(f, fib)

(f, fib)

(1, add], [1, m]))

(1(1,1), (add,m1)] )

([(1,1), (add, m1)] )

f

for (add,m) (1,1)



Exemplo — Fibonacci
In summary:
fib =, - (for (add, ) (1, 1))

Cf. the same in C:
int fib(int n)
{
int x=1; int y=1; int 1i;
for (i=1;i<=n;i++) {int a=x; x=x+y; y=a;}
return y;

+;



fac0=1

fac (n+1)=n-+1xfacn

Cf.

(f, fac) = (([2, ko], [L, kal) ]

=

fn

{
{

fo=

f(n+1)=hy (f n,fac n)
fac 0 =

fac (n+ 1) = ky (f n, fac n)



{ fo=
(f, fac) = ([, b]. [ ko)) < f (n+ 1) = hy (f n, fac n)

fac 0 =
fac (n+ 1) = ky (f n, fac n)

ko = mul

fn=n+1

(Falta hy...)



Exemplo — Fibonacci

f(n+1)
= (n+1)+1
= 1+(n+1)
= 1+fn
= 1+ m (f n,fac n)

= (succ - m) (f n, fac n)

Logo:



Exemplo — Fibonacci

Finalmente:

(f, fac)

(([1, succ - m],[1, mul]))
([(1,1), (succ - w1, mul)])
for (succ - w1, mul) ((1,1))

forg (1,1)whereg ( , )=( +1, x )

f
([,
[(1,




Ciclos-for (em C)

Extraido de uma ficha:

A funcdo k = for f i pode ser codificada em sintaxe  escrevendo
int k(int n) {
wnt r=1;
wnt 7,
for (j=1;j5<n+1; 5++) {r=f(r);}
return r;

Fs



Ciclos-for (em C)

Tendo-se
fac=m, (for g (1,1)whereg ( , )=( +1, x ))

ter-se-a:
int fac(int n) {
wnt z=1; int y=1;
int 7,
for (j=1;j<n+1;5++) {y=z*y;z=c+1;}
return y;

i
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SENERERS




SENERERS




SENERERS




SENERERS




SENERERS




SENERERS




SENERERS




Média de uma lista (ndo vazia):
average = (/) - (sum, length)
onde

sum = ([0, add] )
length = ([0, succ - m]|)



average = (/) - (sum, length)

v~
aux

Por banana-split:

aux = ( (fs, f3) ) where
fs = [0, add] - (id + id x m)
fs = [0, succ - mp] - (id + id x my)




Finalmente, resolvendo
aux = ( (fs. f3) ) e convertendo tudo
no fim para notacdo pointwise:

average | = |/ where
(, )=auxl
aux [| = (0,0)

aux ( :)=( + , +1)where( , )=aux/



Em suma,

average | = / where
(, )=auxl
aux [] = (0,0)

aux ( :N)=( + , +1)where( , )=aux/
duas vezes mais rapida que

average | = (sum I) / (length I) where

sum[] =0
sum (h:t)=h+ sumt
length [] = 0

length (h:t) =1+ length t

e garantidamente correcta.



Eficiéncia sem sacrificio da
correccao




Eficiéncia sem sacrificio da
correccao

A quem interessa um
programa eficiente que dé
resultados errados?




Tipo indutivo
recursividade:

e o functor que determina o seu padrao de



Tipo indutivo e o functor que determina o seu padrao de

recursividade:
out

Jdvimos = |, = etc.



Tipo indutivo e o functor que determina o seu padrao de

recursividade:
out

Jdvimos = |, = etc.

Vejamos mais exemplos.



Arvores com informacdo de tipo  nos nds, por exemplo
data = Empty | Node (-, ( : )

( assumido pré-definido.)



Arvores com informacdo de tipo  nos nds, por exemplo

= Empty | (A, ( : )))

( assumido pré-definido.) Por exemplo







data BTree = Empty | Node(A, (BTree, BTree))

:t Node

Node :: (A, (BTree, BTree)) —> BTree

:t Empty

Empty :: BTree




data BTree = Empty | Node(A, (BTree, BTree))

:t Node

Node :: (A, (BTree, BTree)) —> BTree

:t Empty

Empty :: BTree

Empty : 1




Arvores binarias

in = [Empty, Node]



Arvores binarias

in = [Empty, Node]

\—

data = Empty | Node (-, (



Arvores binarias

= -t > )
=1+ Ax (1 xX)
f=id+id x (f x f)

in = [Empty, Node]



Catamorfismos de arvores binarias

— = Eex@iexiie)

(g)

lid—s—idx(]gl)x(]g[)




Catamorfismos de arvores binarias

Em Haskell:

cataBTree g = g . (recBTree (cataBTree g)) . outBTree

Left O
Right(a, (t1,t2))

outBTree Empty
outBTree (Node (a,(t1,t2)))

recBTree f = id -|- id >< (f >< f)

inBTree = either (const Empty) Node




Exemplo: fungao
f:

que calcula o tamanho da arvore (niimero total de nds).



Exemplo: fungao

f:
que calcula o tamanho da arvore (niimero total de nds).
Basta preocuparmo-nos com o “gene” g em

f=(g
onde



Catamorfismos de arvores binarias

A
_|_
X

—~



Catamorfismos de arvores binarias

8= (g1, &)|

A

+ A X (



Catamorfismos de arvores binarias

arvore
vazia

8= (g1, 8]

A

+ A X (

g -=0



arvore

VEVAE
8= (81, &
g -=0
tamanho tamanho tamanho
total sub-arvore sub-arvore

esquerda direita



arvore
YEVAE!

8= [g17 g2]

A

+ A x (No x No)

g1-=0
e (,(LnN)=1+1+r

tamanho tamanho tamanho
total sub-arvore sub-arvore
esquerda direita



Catamorfismos de arvores binarias
Em suma,
f=1{lg.g|) where

g -=0
g2( 7(/7r)):1+l+r




Catamorfismos de arvores binarias
Em suma,
f=1{lg.g|) where

g -=0
g2( 7(/7r)):1+l+r

Haskell:

size = cataBTree(either gl g2) where
gl _ =0
g2(a,(l,r)) =1 +1+r



Catamorfismos em geral

Universal-cata:

k=(g) & k-in=g-( k)
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