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1 Preambulo

Célculo de Programas tem como objectivo principal ensinar a programacéo de computadores como uma
disciplina cientifica. Para isso parte-se de um repertorio de combinadores que formam uma 4algebra da
programacao (conjunto de leis universais e seus coroldrios) e usam-se esses combinadores para construir
programas composicionalmente, isto é, agregando programas ja existentes.

Na sequéncia pedagogica dos planos de estudo dos dois cursos que tém esta disciplina, opta-se
pela aplicacdo deste método a programagdo em Haskell (sem prejuizo da sua aplicagdo a outras lin-
guagens funcionais). Assim, o presente trabalho pratico coloca os alunos perante problemas concretos
que deverdo ser implementados em Haskell. H4 ainda um outro objectivo: o de ensinar a documentar
programas, a valida-los e a produzir textos técnico-cientificos de qualidade.

2 Documentacao

Para cumprir de forma integrada os objectivos enunciados acima vamos recorrer a uma técnica de pro-
gramagdo dita “literdria” [1], cujo principio base é o seguinte:

Um programa e a sua documentagdo devem coincidir.

Por outras palavras, o c6digo fonte e a documentacdo de um programa deverdo estar no mesmo ficheiro.

O ficheiro cp2021t . pdf que estd a ler é j4 um exemplo de programacao literaria: foi gerado a partir
do texto fonte cp2021t . 1hs! que encontrara no material pedagégico desta disciplina descompactando
o ficheiro cp2021t . zip e executando:

$ 1lhs2TeX cp2021t.lhs > cp2021lt.tex
$ pdflatex cp2021t

em que lhs2tex é um pre-processador que faz “pretty printing” de cédigo Haskell em IXTEX e que deve
desde ja instalar executando

$ cabal install lhs2tex —--1lib

Por outro lado, o mesmo ficheiro cp2021t . 1hs é executavel e contém o “kit” basico, escrito em Haskell,
para realizar o trabalho. Basta executar

$ ghci cp2021t.lhs

10 suffixo ‘Ihs’ quer dizer literate Haskell.
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Abra o ficheiro cp2021t . 1hs no seu editor de texto preferido e verifique que assim é: todo o texto que
se encontra dentro do ambiente

\begin{code}
\end{code}

é seleccionado pelo GHCi para ser executado.

3 Como realizar o trabalho

Este trabalho tedrico-pratico deve ser realizado por grupos de 3 (ou 4) alunos. Os detalhes da avaliacao
(datas para submissédo do relatério e sua defesa oral) sdo os que forem publicados na pagina da disciplina
na internet.

Recomenda-se uma abordagem participativa dos membros do grupo de trabalho por forma a pode-
rem responder as questdes que serdo colocadas na defesa oral do relatério.

Em que consiste, entéo, o relatdrio a que se refere o paragrafo anterior? E a edicdo do texto que esta
a ser lido, preenchendo o anexo D com as respostas. O relatério devera conter ainda a identificagdo dos
membros do grupo de trabalho, no local respectivo da folha de rosto.

Para gerar o PDF integral do relatério deve-se ainda correr os comando seguintes, que actualizam a
bibliografia (com BibTgX) e o indice remissivo (com makeindex),

$ bibtex cp2021t.aux
$ makeindex cp2021t.idx

e recompilar o texto como acima se indicou. Dever-se-4 ainda instalar o utilitario QuickCheck, que ajuda
a validar programas em Haskell e a biblioteca Gloss para geracdo de graficos 2D:

$ cabal install QuickCheck gloss --1lib
Para testar uma propriedade QuickCheck prop, basta invoca-la com o comando:

> quickCheck prop
+++ OK, passed 100 tests.

Pode-se ainda controlar o nimero de casos de teste e sua complexidade, como o seguinte exemplo
mostra:

> quickCheckWith stdArgs { maxSuccess = 200, maxSize = 10 } prop
+++ OK, passed 200 tests.

Qualquer programador tem, na vida real, de ler e analisar (muito!) cédigo escrito por outros. No anexo
C disponibiliza-se algum cédigo Haskell relativo aos problemas que se seguem. Esse anexo deverd ser
consultado e analisado a medida que isso for necessério.

3.1 Stack

O Stack é um programa ttil para criar, gerir e manter projetos em Haskell. Um projeto criado com o
Stack possui uma estrutura de pastas muito especifica:

e Os modulos auxiliares encontram-se na pasta src.
e O mdédulos principal encontra-se na pasta app.

o A lista de depéndencias externas encontra-se no ficheiro package.yaml.

Pode aceder ao GHCi utilizando o comando:
stack ghci

Garanta que se encontra na pasta mais externa do projeto. A primeira vez que correr este comando
as depéndencias externas serdo instaladas automaticamente.
Para gerar o PDF, garanta que se encontra na diretoria app.
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Problema 1

Os tipos de dados algébricos estudados ao longo desta disciplina oferecem uma grande capacidade ex-
pressiva ao programador. Gragas & sua flexibilidade, torna-se trivial implementar DSLs e até mesmo
linguagens de programacao.

Paralelamente, um t6pico bastante estudado no &mbito de Deep Learning é a derivagdo automatica
de expressdes matematicas, por exemplo, de derivadas. Duas técnicas que podem ser utilizadas para o
calculo de derivadas s&o:

o Symbolic differentiation
o Automatic differentiation

Symbolic differentiation consiste na aplicagdo sucessiva de transformacdes (leia-se: fun¢des) que sejam
congruentes com as regras de derivacdo. O resultado final serd a expressdo da derivada.

O leitor atento poderd notar um problema desta técnica: a expressdo inicial pode crescer de forma
descontrolada, levando a um célculo pouco eficiente. Automatic differentiation tenta resolver este pro-
blema, calculando o valor da derivada da expressdo em todos os passos. Para tal, é necessario calcular
o valor da expressdo e o valor da sua derivada.

Vamos de seguida definir uma linguagem de expressdes matematicas simples e implementar as duas
técnicas de derivagdo automatica. Para isso, seja dado o seguinte tipo de dados,

data EzpAr a = X
| N a
| Bin BinOp (EzpAr a) (EzpAr a)
| Un UnOp (ExpAr a)
deriving (Fq, Show)

onde BinOp e UnOp representam operagdes bindrias e undrias, respectivamente:

data BinOp = Sum
| Product
deriving (Eq, Show)

data UnOp = Negate
| E
deriving (Eq, Show)
O construtor F simboliza o exponencial de base e.

Assim, cada expressdo pode ser uma varidvel, um niimero, uma operacdo bindria aplicada as devidas
expressdes, ou uma operacdo undria aplicada a uma expressdo. Por exemplo,

Bin Sum X (N 10)
designa z + 10 na notagdo matematica habitual.
1. A defini¢ao das fung¢des inExpAr e baseEzpAr para este tipo é a seguinte:
inExpAr = [ X, num_ops| where
num_ops = [N, ops]

ops = [bin, ﬁ?z]
bin (op,(a,b)) = Bin op a b

baseExpAr f ghjklz=f+(g+(hx(j xk)+1x2))
Defina as fungdes outEzpAr e recEzpAr, e teste as propriedades que se seguem.
Propriedade [QuickCheck] 1 inExpAr e outExpAr sdo testemunhas de um isomorfismo, isto é, inExp Ar-
outExpAr = id e outExpAr - idExpAr = id:

prop_in_out_idExpAr :: (Eq a) = EzpAr a — Bool

prop_in_out_idExpAr = inExpAr - outExpAr = id

prop_out_in_idExpAr :: (Eq a) = OutEzpAr a — Bool
prop_out_in_idExpAr = outExpAr - inExpAr = id
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2. Dada uma expressdo aritmética e um escalar para substituir o X, a funcao
eval_exp :: Floating a = a — (ExpAr a) — a

calcula o resultado da expressdo. Na padgina 12 esta fungdo estd expressa como um catamorfismo.
Defina o respectivo gene e, de seguida, teste as propriedades:

Propriedade [QuickCheck] 2 A fungio eval_exp respeita os elementos neutros das operagdes.

prop_sum_idr :: (Floating a, Real a) = a — ExzpAr a — Bool

prop_sum_idr a exp = eval_exp a exp L sum_idr where
sum_idr = eval_exp a (Bin Sum exp (N 0))

prop_sum_idl :: (Floating a, Real a) = a — EzpAr a — Bool

prop_sum_idl a exp = eval_exp a exp Z sum_idl where
sum_idl = eval_exp a (Bin Sum (N 0) exp)

prop_product_idr :: (Floating a, Real a) = a — ExpAr a — Bool

prop_product_idr a exp = eval_exp a exp < prod_idr where
prod_idr = eval_exp a (Bin Product exp (N 1))

prop_product_idl :: (Floating a, Real a) = a — ExpAr a — Bool

prop_product_idl a exp = eval_exp a exp z prod_idl where
prod_idl = eval_exp a (Bin Product (N 1) exp)

prop_e_id :: (Floating a, Real a) = a — Bool
prop_e_id a = eval_exp a (Un E (N 1)) = expd 1
prop_negate_id :: (Floating a, Real a) = a — Bool
prop_negate_id a = eval_exp a (Un Negate (N 0)) =0

Propriedade [QuickCheck] 3 Negar duas vezes uma expressio tem o mesmo valor que nio fazer nada.

prop_double_negate :: (Floating a, Real a) = a — ExpAr a — Bool
prop_double_negate a exp = eval_exp a exp < eval_exp a (Un Negate (Un Negate exp))

3. E possivel otimizar o cdlculo do valor de uma expressdo aritmética tirando proveito dos elementos
absorventes de cada operacdo. Implemente os genes da fungdo

optmize_eval :: (Floating a, Eq a) = a — (EzpAr a) — a

que se encontra na pagina 12 expressa como um hilomorfismo? e teste as propriedades:

Propriedade [QuickCheck] 4 A fungio optimize_eval respeita a semintica da fungio eval.

prop_optimize_respects_semantics :: (Floating a, Real a) = a — ExpAr a — Bool

. . ? .
prop_optimize_respects_semantics a exp = eval_exp a exp = optmize_eval a exp

4. Para calcular a derivada de uma expressdo, é necessdrio aplicar transformagdes a expressdo origi-
nal que respeitem as regras das derivadas:?

e Regra da soma:

(P 9@) = - (7)) + - (g(a))

2Qual é a vantagem de implementar a fungio optimize_eval utilizando um hilomorfismo em vez de utilizar um catamorfismo
com um gene “inteligente”?

3 Apesar da adigéo e multiplicagdo gozarem da propriedade comutativa, ha que ter em atengdo a ordem das operacdes por
causa dos testes.
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e Regra do produto:

2 (F@o(a)) = (@) (o) + (@) - gl)

Defina o gene do catamorfismo que ocorre na fungéo

sd :: Floating a = FzpAr a — FExpAr a

que, dada uma expressdo aritmética, calcula a sua derivada. Testes a fazer, de seguida:

Propriedade [QuickCheck] 5 A fungdo sd respeita as regras de derivagio.

prop_const_rule :: (Real a, Floating a) = a — Bool

prop_const_rule a = sd (N a) = N 0

prop_var_rule :: Bool

prop_var_rule = sd X = N 1

prop_sum_rule :: (Real a, Floating a) = ExzpAr a — ExzpAr a — Bool

prop_sum_rule expl exp2 = sd (Bin Sum expl exp2) = sum_rule where
sum_rule = Bin Sum (sd expl) (sd exp2)

prop_product_rule :: (Real a, Floating a) = ExzpAr a — ExpAr a — Bool

prop_product_rule expl exp?2 = sd (Bin Product expl exp2) = prod_rule where
prod_rule = Bin Sum (Bin Product expl (sd exp2)) (Bin Product (sd expl) exp?2)

prop_e_rule :: (Real a, Floating a) = FExpAr a — Bool

prop_e_rule exp = sd (Un E exp) = Bin Product (Un E exp) (sd exp)

prop_negate_rule :: (Real a, Floating a) = EzpAr a — Bool

prop_negate_rule exp = sd (Un Negate exp) = Un Negate (sd exp)

5. Como foi visto, Symbolic differentiation ndo é a técnica mais eficaz para o célculo do valor da de-
rivada de uma expressdo. Automatic differentiation resolve este problema calculando o valor da
derivada em vez de manipular a expressdo original.

Defina o gene do catamorfismo que ocorre na fungao
ad :: Floating a = a — EzpAr a — a

que, dada uma expressdo aritmética e um ponto, calcula o valor da sua derivada nesse ponto, sem
transformar manipular a expressdo original. Testes a fazer, de seguida:

Propriedade [QuickCheck] 6 Calcular o valor da derivada num ponto r via ad é equivalente a calcular
a derivada da expressio e avalia-la no ponto r.

prop_congruent :: (Floating a, Real a) = a — ExpAr a — Bool

prop_congruent a exp = ad a exp z eval_exp a (sd exp)

Problema 2

Nesta disciplina estudou-se como fazer programacao dinamica por célculo, recorrendo a lei de recursi-
vidade mutua.*

Para o caso de fungées sobre os niimeros naturais (Ng, com functor F X = 1 + X) é f4cil derivar-se
da lei que foi estudada uma regra de algibeira que se pode ensinar a programadores que ndo tenham
estudado Calculo de Programas. Apresenta-se de seguida essa regra, tomando como exemplo o célculo
do ciclo-for que implementa a fung¢do de Fibonacci, recordar o sistema

fibo=1
fiv(n+1l)=fn

“Lei (3.94) em [2], pdgina 98.
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fo=1
fn+l)=fibn+fn

Obter-se-a de imediato

fib" = my - for loop init where

init = (1,1)

usando as regras seguintes:
e O corpo do ciclo loop terd tantos argumentos quanto o ntimero de fun¢des mutuamente recursivas.

e Para as varidveis escolhem-se os proprios nomes das funcdes, pela ordem que se achar conveni-
5
ente.

e Para os resultados vado-se buscar as expressdes respectivas, retirando a varidvel n.
e Em init coleccionam-se os resultados dos casos de base das fung¢des, pela mesma ordem.

Mais um exemplo, envolvendo polinémios do segundo grau az? + bz + ¢ em Ny. Seguindo o método
estudado nas aulas®, de f = az? + bz + ¢ derivam-se duas func¢des mutuamente recursivas:

fO0o=c¢
fn+)=fn+kn
kO=a-+b

kE(n+1)=kn+2a
Seguindo a regra acima, calcula-se de imediato a seguinte implementagao, em Haskell:

f"abc=m -for loop init where
loop (k) = (f + k, k +2 % a)
init = (¢,a+ b)

O que se pede entdo, nesta pergunta? Dada a férmula que da o n-ésimo ntmero de Catalan,

_ (2n)!
Co = v i) @

derivar uma implementacdo de C,, que néo calcule factoriais nenhuns. Isto é, derivar um ciclo-for
cat = - - - - for loop init where - - -

que implemente esta fungdo.

Propriedade [QuickCheck] 7 A fungio proposta coincidem com a defini¢iio dada:
prop_cat = (= 0) = (catdef = cat)

Sugestdo: Comecar por estudar muito bem o processo de calculo dado no anexo B para o problema
(semelhante) da funcdo exponencial.

Problema 3

As curvas de Bézier, designacdo dada em honra ao engenheiro Pierre Bézier, sdo curvas ubiquas na drea
de computacdo grafica, animagdo e modelagdo. Uma curva de Bézier é uma curva paramétrica, definida
por um conjunto {Fy, ..., Py } de pontos de controlo, onde N é a ordem da curva.

O algoritmo de De Casteljau é um método recursivo capaz de calcular curvas de Bézier num ponto.
Apesar de ser mais lento do que outras abordagens, este algoritmo é numericamente mais estdvel, tro-
cando velocidade por correcao.

5Podem obviamente usar-se outros simbolos, mas numa primeira leitura d4 jeito usarem-se tais nomes.
6Seccdo 3.17 de [2] e topico Recursividade mutua nos videos das aulas tedricas.
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Figura 1: Exemplos de curvas de Bézier retirados da Wikipedia.

De forma sucinta, o valor de uma curva de Bézier de um s6 ponto {F,} (ordem 0) é o préprio ponto
P,. O valor de uma curva de Bézier de ordem N é calculado através da interpolagédo linear da curva de
Bézier dos primeiros N — 1 pontos e da curva de Bézier dos tltimos N — 1 pontos.

A interpolagéo linear entre 2 nimeros, no intervalo [0, 1], é dada pela seguinte fungdo:

linearld :: Q — Q — OwerTime Q
linearid a b = formula a b where
formula :: Q — Q — Float — Q
formula z y t = ((1.0::Q) — (tog t)) *z + (tog t) x y

A interpolacdo linear entre 2 pontos de dimensdo N é calculada através da interpolagéo linear de cada
dimensao.
O tipo de dados NPoint representa um ponto com NN dimensdes.

type NPoint = [Q]

Por exemplo, um ponto de 2 dimensdes e um ponto de 3 dimensdes podem ser representados, respeti-
vamente, por:

p2d = [1.2,3.4]
p3d = [0.2,10.3,2.4]

O tipo de dados OverTime a representa um termo do tipo ¢ num dado instante (dado por um Float).
type OverTime a = Float — a

O anexo C tem definida a fungédo
calcLine :: NPoint — (NPoint — QOuverTime NPoint)

que calcula a interpolagdo linear entre 2 pontos, e a funcado
deCasteljau :: [NPoint] — OverTime NPoint

que implementa o algoritmo respectivo.

1. Implemente calcLine como um catamorfismo de listas, testando a sua definicdo com a proprie-
dade:

Propriedade [QuickCheck] 8 Definigio alternativa.

prop_calcLine_def :: NPoint — NPoint — Float — Bool
prop_calcLine_def p q d = calcLine p q d = zipWithM linearid p q d

2. Implemente a fungdo deCasteljou como um hilomorfismo, testando agora a propriedade:
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Propriedade [QuickCheck] 9 Curvas de Bézier siio simétricas.

prop _bezier_sym :: [[Q]] — Gen Bool

prop_bezier _sym | = all (<A) - cale_difs - bezs ($) elements ps where
cale_difs = (A(z,y) — zipWith (Aw v — if w > v then w — v else v — w) z y)
bezs t = (deCasteljau 1 t, deCasteljau (reverse 1) (fromg (1 — (tog t))))
A =1le-2

3. Corra a fungdo runBezier e aprecie o seu trabalho” clicando na janela que é aberta (que contém, a
verde, um ponto inicila) com o botdo esquerdo do rato para adicionar mais pontos. A tecla Delete
apaga o ponto mais recente.

Problema 4

Seja dada a férmula que calcula a média de uma lista ndo vazia z,

k
i=1

onde k = length x. Isto é, para sabermos a média de uma lista precisamos de dois catamorfismos: o que
faz o somatdrio e o que calcula o comprimento a lista. Contudo, é facil de ver que

avg T =

T =

avg |a] = a

avg(a: x) = = (a+ Zle x;) = %ﬁgm) para k = length =

Logo avg estd em recursividade mutua com length e o par de fung¢des pode ser expresso por um tinico
catamorfismo, significando que a lista apenas é percorrida uma vez.

1. Recorra a lei de recursividade mutua para derivar a fungdo avg_auz = ([b, ¢])) tal que avg_auz =
(avg, length) em listas ndo vazias.

2. Generalize o raciocinio anterior para o calculo da média de todos os elementos de uma LTree
recorrendo a uma unica travessia da arvore (i.e. catamorfismo).

Verifique as suas fung¢des testando a propriedade seguinte:

Propriedade [QuickCheck] 10 A média de uma lista nio vazia e de uma LTree com os mesmos elementos coin-
cide, a menos de um erro de 0.1 milésimas:

prop_avg = nonempty = diff < 0.000001 where
diff 1 = avg | — (avgLTree - genLTree) |
genLTree = [(Isplit))
nonempty = (>[])

Problema 5

(NB: Esta questdo é opcional e funciona como valorizagdo apenas para os alunos que desejarem fazé-la.)

Existem muitas linguagens funcionais para além do Haskell, que é a linguagem usada neste trabalho
pratico. Uma delas é o F# da Microsoft. Na directoria £sharp encontram-se os médulos Cp, Nat e
LTree codificados em F#. O que se pede é a biblioteca BTree escrita na mesma linguagem.

Modo de execugdo: o cédigo que tiverem produzido nesta pergunta deve ser colocado entre o
\begin{verbatim} e o \end{verbatim} da correspondente parte do anexo D. Para além disso,
os grupos podem demonstrar o c6digo na oral.

7 A representagdo em Gloss é uma adaptagdo de um projeto de Harold Cooper.
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Anexos

A Como exprimir cdlculos e diagramas em LaTeX/lhs2tex

Como primeiro exemplo, estudar o texto fonte deste trabalho para obter o efeito:®

id = (f, g)

{ universal property }

{Wl'id:f

o - id = g

{ identity }
m=f
o = ¢

Os diagramas podem ser produzidos recorrendo a package IXIEX xymatrix, por exemplo:

O

No<—" 14N
(|9|)l iid-i-(lg)
B 1+ B

B Programacao dindmica por recursividade mualtipla

Neste anexo ddo-se os detalhes da resolucdo do Exercicio 3.30 dos apontamentos da disciplina’, onde
se pretende implementar um ciclo que implemente o cdlculo da aproximagédo até i = n da funcdo expo-
nencial exp x = €%, via série de Taylor:

expx = Z T 3)

i=0

Sejaexn :HZ?IO ’;—, a funcdo que da esszilaproximagéo. Efacildeverqueez 0 =1lequeex (n+1)=
e T n+ G Se definirmos h z n = Tng1) teremos e z e h z em recursividade matua. Se repetirmos o
processo para h x n etc obteremos no total trés funcdes nessa mesma situagdo:

ez 0=1
ex(n+l)=hzn+ezn
hz0=z
he(n+1l)=z/(sn)xhzn
s0=2

s(n+1l)=14+sn
Segundo a regra de algibeira descrita na pagina 3.1 deste enunciado, ter-se-a, de imedjiato:

e’ x = prj - for loop init where
init = (1,2,2)
loop (e, h,s)=(h+e,x/s*xh,1+5s)
prj (e h,s) =e

8Exemplos tirados de [2].
9Cf. [2], pagina 102.
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C Cédigo fornecido

Problema 1

expd :: Floating a = a — a
expd = Prelude.exp

type OutExpAr a = () + (a + ((BinOp, (ExpAr a, ExpAr a)) + (UnOp, EzpAr a)))

Problema 2

Defini¢do da série de Catalan usando factoriais (1):
catdef n = (2xn)l = ((n+ 1)! xn!)
Oréculo para inspecgdo dos primeiros 26 nimeros de Catalan'’:

oracle = |
1,1,2, 5,14, 42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845,
35357670,129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420, 24466267020,
91482563640, 343059613650, 1289904147324, 4861946401452

]

Problema 3

Algoritmo:

deCasteljau :: [ NPoint] — OverTime NPoint
deCasteljau [] = nil
deCasteljau [p] = p
deCasteljau I = Apt — (calcLine (p pt) (g pt)) pt where
p = deCasteljau (init I)
q = deCasteljau (tail 1)

Funcgéo auxiliar:

calcLine :: NPoint — (NPoint — OverTime NPoint)
calcLine [] = nil
calcLine (p:z) = ¢ p (calcLine x) where
g :: (Q, NPoint — OverTime NPoint) — (NPoint — OverTime NPoint)
g (d,f) ! =casel of
[] = nil
(z:x8) = Az — concat $ (sequenceA [singl - linear1d d z,f xs]) z

2D:

bezier2d :: [ NPoint] — OverTime (Float, Float)

bezier2d [] = (0,0)

bezier2d | = Az — (fromg X fromg) - (Az,y] = (z,y)) $ ((deCasteljau 1) 2)
Modelo:

data World = World { points :: [ NPoint|
, time :: Float

mitW :: World
initW = World []0

10Fonte: Wikipedia.
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tick :: Float — World — World
tick dt world = world {time = (time world) + dt}

actions :: Fvent — World — World

actions (EventKey (MouseButton LeftButton) Down _ p) world =
world { points = (points world) H [(A(z,y) — map tog [z,y]) p]}

actions (EventKey (SpecialKey KeyDelete) Down _ _) world =
world { points = cond (= []) id init (points world) }

actions — world = world

scaleTime :: World — Float

scaleTime w = (1 4 cos (time w)) /2
bezier2dAtTime :: World — (Float, Float)
bezier2dAtTime w = (bezier2dAt w) (scaleTime w)
bezier2dAt :: World — OverTime (Float, Float)
bezier2dAt w = bezier2d (points w)

thicCirc :: Picture
thicCirc = ThickClircle 4 10

ps :: [Float]
ps = map fromg ps’ where
ps’ : [Q]

ps’ =[0,0.01..1] --interval
Gloss:

picture :: World — Picture
picture world = Pictures
[animateBezier (scaleTime world) (points world)
, Color white - Line - map (bezier2dAt world) $ ps
, Color blue - Pictures $ [ Translate (fromg z) (fromg y) thicCirc | [z, y] < points world]
, Color green $ Translate cx cy thicClirc
] where
(czx, cy) = bezier2dAtTime world

Animacao:

animateBezier :: Float — [ NPoint] — Picture
animateBezier _ [| = Blank
animateBezier _ [_] = Blank
animateBezier t | = Pictures
[animateBezier t (init 1)
, animateBezier t (tail 1)
, Color red - Line $ [a, b]
, Color orange $ Translate ax ay thicCirc
, Color orange $ Translate bz by thicCirc
] where
aQ(azx, ay) = bezier2d (init 1) t
bQ(bz, by) = bezier2d (tail 1) t

Propriedades e main:

runBezier :: 10 ()
runBezier = play (InWindow "Bézier" (600,600) (0,0))
black 50 initW picture actions tick

runBezierSym :: 10 ()
runBezierSym = quickCheckWith (stdArgs { maxSize = 20, mazSuccess = 200}) prop_bezier_sym

Compilagdo e execugdo dentro do interpretador:!!

main = runBezier
run = do {system "ghc cp2021t";system "./cp2021t"}

Pode ser ttil em testes envolvendo Gloss. Nesse caso, o teste em causa deve fazer parte de uma fungdo main.
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QuickCheck

Cédigo para geragdo de testes:

instance Arbitrary UnOp where
arbitrary = elements [ Negate, E|
instance Arbitrary BinOp where
arbitrary = elements [ Sum, Product]
instance (Arbitrary a) = Arbitrary (EzpAr a) where
arbitrary = do
binop < arbitrary
unop < arbitrary
expl < arbitrary
exp2 < arbitrary
a « arbitrary
frequency - map (id x pure) $[(20, X), (15, N a), (35, Bin binop expl exp2), (30, Un unop expl)]
infixr 5 —
(;) :: Real a = a — a — Bool

(£) 2 y = (tog 2) = (tog y)

Outras fungdes auxiliares
Légicas:

infixr 0 =

(=) :: (Testable prop) = (a — Bool) — (a — prop) — a — Property
p=f=Xa—>pa=fa

infixr 0 &

(&) :: (a = Bool) = (a — Bool) — a — Property

p<f=Xa— (pa= property (f a)) .&&. (f a = property (p a))
infixr 4 =

(=):Eqb= (a—b)— (a = b) — (a = Bool)

f=9g=X a—=>fa=ga

infixr 4 <

():0rd b= (a—b)— (a = b) = (a = Bool)

f<g= a—fa<ga

infixr 4 A

(A) :: (a = Bool) = (a — Bool) — (a — Bool)
fAg=Xa—((fa)A(ga))

D Solug¢6es dos alunos

Os alunos devem colocar neste anexo as suas solugdes para os exercicios propostos, de acordo com o
“layout”que se fornece. Ndo podem ser alterados os nomes ou tipos das fun¢des dadas, mas pode ser
adicionado texto, disgramas e/ou outras fungdes auxiliares que sejam necessarias.

Valoriza-se a escrita de pouco c6digo que corresponda a solugdes simples e elegantes.

Problema 1
Sdo dadas:
cataExpAr g = g - recExpAr (cataExpAr g) - outEzpAr

anaFExpAr g = inExpAr - recExpAr (anaExpAr g) - g
hyloExpAr h g = cataExzpAr h - anaEzpAr g
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eval_exp :: Floating a = a — (ExzpAr a) — a

eval_exp a = cataFzpAr (g-eval_exp a)

optmize_eval :: (Floating a, Eq a) = a — (ExpAr a) — a
optmize_eval a = hyloExpAr (gopt a) clean

sd :: Floating a = FxpAr a — ExpAr a

sd = mo - cataEzpAr sd_gen

ad :: Floating a = a — FExpAr a — a

ad v = 79 - cataExpAr (ad_gen v)

Definir:
outExpAr = 1
recBxpAr = L

g-eval_exp = L

clean = L

gopt = L

sd_gen :: Floating a =
() + (a + ((BinOp, ((ExpAr a, ExpAr a), (EzpAr a, EzpAr a))) + (UnOp, (EzpAr a, EzpAr a)))) — (EzpAr a

sd_gen = L

ad_gen = L
Problema 2
Definir

loop = L

mic = L

prj =1

por forma a que
cat = pryj - for loop inic

seja a funcdo pretendida. NB: usar divisdo inteira. Apresentar de seguida a justificacdo da solucdo
encontrada.

Problema 3

calcLine :: NPoint — (NPoint — OverTime NPoint)
calcLine = cataList h where

h=1
deCasteljau :: [ NPoint] — OverTime NPoint
deCasteljau = hyloAlgForm alg coalg where

coalg = L

alg = L
hyloAlgForm = 1
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Problema 4

Solugdo para listas ndo vazias:

avg = Ty - AVg_GUT

avg_aur = L
Solugdo para arvores de tipo LTree:

avgLTree = 71 - (| gene|) where
gene = 1

Problema 5

Inserir em baixo o cédigo F# desenvolvido, entre \begin{verbatim} e \end{verbatim}:
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